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Zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 
(Von Herrn Georg Wallenberg.) 


Her Fuchs*) hat die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür aufgestellt, dass die Integrale einer Differentialgleichung erster Ordnung 


(A.) F(z, Y; y) =, 


worin F eine ganze rationale Funetion von y und y mit von z abhängigen 
Coefficienten bedeutet, feste Verzweigungspunkte besitzen. Diesen Bedin- 
gungen hat Herr Poincare**) eine andere Form gegeben, und da ist von 
besonderer Wichtigkeit die von ihm angegebene vierte Bedingung ***), weil 
dieselbe sich am besten dazu eignet, in Bedingungsgleichungen für die 
Coeffieienten der Differentialgleichung (A.) umgesetzt zu werden). Diese 
Bedingung sagt aus, dass F in der Differentialgleichung (A.) einer Relation 
genügen muss: 

y = P.F+0- 57 

worin P und Q ganze rationale Functionen von y und y bedeuten, deren 


Ö F oF ! 


(1.) er 


03 oy 


Coeffieienten von 3 abhängen. Das heisst mit anderen Worten: Alle Inte- 
grale von (A.) genügen der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(B.) y+0 = 0; 
oder die Differentialgleichung (A.) muss eine Integralgleichung erster Ordnung 
der Differentialgleichung (B.) sein. — Diese Bedingung gewinnt an Wichtig- 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie; Sitzung v. 26. Juni 1884; S. 699. 
**) Acta Mathem. 7:1; p. 1. „Sur un theoreme de M. Fuchs.“ 
ee‘ 
T) Vgl. meine Diss. „Beitrag zum Studium der Differentialgleichungen erster Ord- 
nung etc.“ S. 41, 42; oder Zeitschrift für Math. u. Phys. XXXV, 5; S. 268. 269. — 
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keit durch eine Untersuchung von Herrn Picard*). Derselbe zeigt, dass 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung (B.), deren Integrale feste Ver- 
zweigungspunkte besitzen sollen, nothwendig die Form haben muss: 

(2.) y+Ry+S = 0, 
worin R eine Function ersten Grades, S eine Function dritten Grades in y 
ist, mit Coefficienten, welche von z abhängen. Den in meiner Dissertation, 
S. 41, Anmerkung **) aufgestellten Bedingungsgleichungen müssen daher die 
Coefücienten jeder Differentialgleichung erster Ordnung genügen, deren 
Integrale feste Verzweigungspunkte besitzen. 

Ferner hat Herr Poincare***) durch ziemlich schwierige Betrachtun- 
gen, welche der Theorie der birationalen Transformationen zweier Rie- 
mannscher Flächen in einander angehören), gezeigt, dass das allgemeine 
Integral einer Differentialgleichung (A.), deren Integrale feste Verzweigungs- 
punkte besitzen, algebraisch sein muss, wenn das Geschlecht der durch 
F(z, y, y) = definirten algebraischen Funetion y’ von y grösser als 1 ist 
(vorausgesetzt natürlich, dass F(z, y, y') auch von z algebraisch abhängt); 
andererseits geht aus den Untersuchungen meiner Dissertation hervor, dass 
die Integrale auch in auffallend vielen Fällen algebraisch sind, wenn jenes 
Geschlecht gleich 1 oder O ist. — Endlich hat Herr FuchsTf) für die Unter- 
suchung der algebraischen Integrirbarkeit der Differentialgleichungen erster 
Ordnung eine Methode angegeben, welche auf folgendem T’heorem beruht: 
„Wenn das allgemeine Integral einer algebraischen irreduetiblen Differential- 
gleichung erster Ordnung (A.) algebraisch ist, so lässt sich dasselbe in der 
Form darstellen: 

I = R@, y, 4), 
wo /' die willkürliche Constante, R eine rationale Function ihrer Argumente 
bedeutet und / durch die Gleichung F(z, y, #) =0 definirt wird.“ — Da 
nun bei dieser Methode der zweite Differentialquotient der Integrale der 


*) „Memoire sur la theorie des fonctions algebriques de deux variables.“ Journal 
de Mathematiques pures et appliquees (Liouville). 1889. 4. Serie, t. V, p. 135 u. f.; 
p. 277 u. £f.; p. 281, No. 8; p. 293, No. 15. 
**) Siehe auch Zeitschrift für Math. u. Phys. XXXV, 5; S. 268, Anm. 
u 
7) Cir. meine Diss. p. 8 oder Z. f. Math. u. Phys. XXXV, 4; S. 196. 
Tr) Sitzungsber. der Berliner Akademie, 11. Dez. 1384, S. 1171; cfr. meine Diss. 
S.8 oder Z. f. Math. u. Phys. XXXV, 5; S. 269, 270. — 
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Differentialgleichung (A.) eine wesentliche Rolle spielt, so kam ich auf den 
(Gedanken, gerade mittels dieser Methode zu untersuchen, in wie weit die 
durch Gleichung (2.) gegebene Gestalt des zweiten Differentialquotienten 
über die algebraische Integrirbarkeit der Differentialgleichung (A.) allein 
entscheidet*). — In der vorliegenden Arbeit will ich die Untersuchung 
zunächst auf den Fall beschränken, dass die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (2.) eine lineare homogene ist: in der That ist es mir gelungen, 
in diesem Falle zu einem abschliessenden Resultate zu gelangen; einen sehr 
speciellen Fall habe ich bereits früher erledigt**). — 


Es sei gegeben eine irreduetible algebraische Differentialgleichung 

erster Ordnung: 

(A.) Fi, y, y) =), 
in welcher F eine ganze rationale Function von z, y und y’ bedeutet. Die- 
selbe möge die Eigenschaft besitzen, dass alle ihre Partieularintegrale einer 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

(B.) y-+iy+tuy = 0 
genügen, deren Üoefficienten rationale Funetionen von z sind; mit anderen 
Worten: die Differentialgleichung (A.) soll selber eine Integralgleichung erster 
Ordnung einer Differentialgleichung (B.) sein ***), — Wenn also n ein Parti- 
eularintegral der Differentialgleichung (A.) ist, so müssen der Voraussetzung 
gemäss die Gleichungnn bestehen: 

v7 : I 
(1.) Fa, n,n)=V\, 


(2.) n+in+un = (. 


Durch Differentiation von (1.) erhält man unter Berücksichtigung von (2.): 


OF OF ! OF r ! n 
(3.) a, + In n— Eye An+tun) = 0. 


*) Im Folgenden wird also über die Differentialgleichung (A.) sonst nichts voraus- 
gesetzt; auch nicht, dass ihre Integrale feste Verzweigungspunkte besitzen. 
**) Z. f. Math. u. Phys. 1890, XXXV, 6; S. 341. 
***) Aus dieser Voraussetzung folgt bereits, dass die Integrale der Differentialgleichung 
(A.) feste Verzweigungspunkte besitzen, da die Integrale der Differentialgleichung (B.) 
diese Eigenschaft haben. 
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Eliminirt man daher y’ aus 


(A.) F(z, Y, y') — 0 
und 
OF ER, Br HR 
D(F) ” D5 + öy Kos y (Ay +uy) = 0 


durch das Euklidische Kettenbruchverfahren, indem man D(F) durch F 
dividirt, dann F durch den Rest u.s.f., so gelangt man schliesslich zu 
einer ganzen rationalen hestfunction Y(z, y), welche nur von z und y ab- 
hängt und für y=n ebenfalls verschwinden muss. Nun war aber der Vor- 
aussetzung gemäss n ein beliebiges Partieularintegral der Differentialgleichung 
(A.); ferner kann man nach einem bekannten Satze von Cauchy n stets so 
wählen, dass einem vorgeschriebenen Werthe z3=z, ein vorgeschriebener 
Werth 7=n, entspricht. Es verschwindet daher die ganze rationale Fune- 
tion (z, y) für willkärliche Werthepaare z, y; d.h. sie muss identisch ver- 
schwinden. Daher muss D(F) mit F einen gemeinsamen Factor besitzen, 
oder, da F als irreduetibel vorausgesetzt war, muss D(F) durch F theil- 
bar sein *): 


(4.) 
Es sei nun: 
F@, 9, y) = Ay" +Ay" "tt Any + An; 
worin die A, ganze rationale Funetionen von z und y bedeuten; so folgt 


aus (4.) zunächst, dass y’ in x höchstens im ersten Grade vorkommen 
kann, also: 


OF  ,; GE ’ 
+ aytuy) = #F, 


iR ' 
0% 


sr Bone; o+0Y, 
wo o und o ganze rationale Functionen von y mit rationalen von z ab- 
hängenden Coefficienten sind. — Ferner folgt aus (4.) durch Vergleichung 
der Coefficienten von y’”*': 

O4, 


2 = 0.40; 
öy 


*) Setzt man nur voraus, dass ein Particularintegral 7 der Differentialgleichung (A.) 
der Differentialgleichung (B.) genügt, so stehen zwei Möglichkeiten offen: entweder 
p(z, y) verschwindet nicht identisch; dann ergiebt sich n aus $(z, n) = O als algebraische 
Function von z, doch können in diesem Falle ausserdem auch noch transcendente Inte- 
erale der Differentialgleichung (A.) vorhanden sein; oder aber 9(z, y) verschwindet 
identisch, und dann lassen sich dieselben Folgerungen ziehen wie in der vorliegenden 
Abhandlung. 


ES 2 222 - 


nr 
RER ATS a DE 





ee 
ee 


x Dr gg. RE, Zn en 
SEES TASSEHT , Er 


or 








Wallenberg, zur Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung. 5 


das ist aber nur möglich, wenn o= 0 ist; d.h. z muss von y' und gleich- 
zeitig A, von y unabhängig sein. Endlich ergiebt sich aus (4.) das Glei- 
chungssystem: 


(5.) OA; Er OArrı 


02 oy 


— (m— k)AA,-(m—k+l)uyA,_, = 2.4. 
(k=0,1,..., m) 
Angenommen, z sei vom rten Grade in y und r >0, so ergiebt sich, da 
A, vom nullten Grade in y ist, aus (D.) successive, dass 
A, vom (r+1)-ten, 


A, vom (2r-H2)-ten, 
A, vom (kr-+k)-ten, 


A, vom (mr-+m)-ten 
Grade in y ist. Ferner folgt aber aus (5.) für k = m: 
OA, 
03 


-— uyA,i = 2. A, 


es würde also, wenn man die höchsten Grade vergleicht, 

mr+m = (m+1l)r+m 
sein müssen; das ist aber nur möglich, wenn r=0 ist; d.h. #2 ist von y 
unabhängig und A, höchstens vom Akten Grade in y. 

Es gelingt nun, in der identischen Gleichung (4.) durch Multiplieation 
der Function F(z, y, y') mit einem geeigneten nur von 3 abhängigen Factor 
x zum Verschwinden zu bringen: multiplieirt man nämlich beide Seiten der- 
selben mit einem nur von z abhängenden Factor v, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Relation 


ovF  ovF ,„ @vF 
0% Oy J oy' 


(6.) @y'+uy) = (2+-)vF. 


Man hat also zu dem angegebenen Zwecke nur v aus der Gleichung 


' 


“ +2 =0 
zu bestimmen. — Enthält F(z, y, y) ein von y und y' freies Glied g, so 
folgt aus (4.): 


u, 
q' 


q =2g4 oder x= 
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in diesem Falle ist daher einfach v = 7 zu wählen, d. h. man muss die 


Differentialgleichung (A.) durch g dividiren; ist ein solches Glied nicht 
vorhanden, so ergiebt sich v nur dann als rationale Function von z, wenn 
x selber die logarithmische Ableitung einer solchen ist (was, wie wir später 
sehen werden, nicht immer der Fall zu sein braucht). Wir setzen nun im 
Folgenden voraus, dass F(z, y, y') ein von y und y’ freies Glied enthalte, 
und denken uns die Differentialgleichung (A.) bereits durch dasselbe dividirt, 
so dass die Identität (4.) nach Obigem die Gestalt annimmt: 


- öF OF 
(4) 1 


“ra Von Gytuy) = 0. 

Ferner denken wir uns F nach Dimensionen in Bezug auf y’ und 
y geordnet: 

F= D„+D„-ı+"+D.+-+D,, 
derart, dass D,, die Glieder mter, D,_, die Glieder (m—1)-ter, ..., D, die 
Glieder kter, ..., D, die Glieder erster Dimension in y’ und y enthält, mit 
rationalen Functionen von z als Coeffiecienten, während D, nach Obigem 
eine Uonstante (= 1) ist; dabei ist zu bemerken, dass nicht alle D, in F 
vorhanden zu sein brauchen. — In der Identität (7.) können Glieder ver- 
schiedener Dimension sich nicht gegenseitig aufheben; folglich müssen, da 
rn aytuy) 

wieder von der kten Dimension in y’ und y ist, die D, einzeln der Relation 
(7.) genügen. 

Wenn nun das allgemeine Integral der Differentialgleichung (A.) 
algebraisch ist, so kann dasselbe*) in der Form angesetzt werden: 


(8.) != R(z, Y; 4), 
worin / durch F(z, y, {) = definirt ist und demgemäss R vom (m—1)-ten 


Grade in Bezug auf / vorausgesetzt werden kann. Durch Differentiation 
von (8.) ergiebt sich, wenn man berücksichtigt, dass 


dd 
DE Se 


Ist: 
oR OR OR _. 
Q\ Se: innsekeee: a: RETTET, 
(9.) 0 = 15 d 54 (4d+uy). 


aN\ 


*) Siehe Einleitung 8. 2. 
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Da aber / bereits der irreduetiblen Gleichung 


F(z, y, 4) 
genügt, so muss die rechte Seite der Gleichung (9.) durch F theilbar sein 
und, wenn dieselbe von niedrigerem als dem mten Grade in # ist — was 


eintritt, wenn in R der Coefficient von /”""" von y unabhängig (also auch 
eventuell gleich Null) ist — sogar identisch verschwinden. Giebt es um- 
gekehrt eine rationale Function R höchstens (m—1)-ten Grades in /, welche 
dieser Bedingung genügt, so ist das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung (A.) algebraisch. — Es sei nun D, die erste nicht verschwindende 
Function in der Reihe der Funectionen D,, D;,, ..., D,„-ı, so genügt D, 
den an R gestellten Forderungen, sodass in der That die Differential- 
gleichung (A.) algebraisch integrirbar ist; ihr allgemeines Integral lautet: 
(10.) T=D(s,y, fS); Fa, y, S=®. 
Dieser Schluss versagt nur, wenn alle Functionen D,, D;, ..., D,_, identisch 
gleich Null sind, d.h. wenn F ausser dem von y und y’ freien Gliede nur 
Glieder einer einzigen Dimension enthält. In der That kann in diesem 
Falle die Differentialgleichung (A.) transcendente Integrale besitzen, wie 
folgendes Beispiel lehrt: in der Differentialgleichung 


F(z, y, y') = 3y"+(33—1)yy’—4y’y—4la+l)y’+(33+1)’ = 


welche ausser dem von y und y’ freien Glieder nur Glieder dritter ae 
enthält, genügt F der Relation: 


OF , OF , or 324 9 i 
I (8 ‚ie 32 + 19) = 341 
1 Ä i 
oder 5% = 31); -F der Relation: 
8 en ‚ze, 33—2 ' rt I 


sodass F=0 ein NENNEN erster in der linearen homogenen 


Differentialgleichung zweiter Ordnung 
7 3:—2 > 9:+4 
u "Fa u Aal "75 U Bee 
darstellt; und doch ist ihr allgemeines Integral transcendent; es lautet 


= 0 


nämlich: 
TER, 


wenn ce die willkürliche Constante bedeutet. 
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Dass aber in dem vorliegenden Falle die Integrale der Differential- 
gleichung (A.) auch algebraisch sein können, möge folgendes Beispiel 
zeigen: in der Differentialgleichung *) 


genügt F der Relation: 


OF He ed 1 \ 
03 + oy ar % Apr 183° 9, en. 


ihr allgemeines Integral lautet: 


63 


u. ı _ı 
ar“ ce? 2°’+02 , 


oder in der Fachssehen Form: 
y 1 1 ] 7) Y 
I -—_ at 12 yd+zyfS', 


wobei / durch 
SPA yP+ pP = 0 
als algebraische Funetion von y und z definirt ist. — 

‘s erhebt sich hier also die Frage, unter welchen Bedingungen eine 
der Relation (7.) genügende Differentialgleichung (A.) auch dann noch, 
wenn F ausser dem von y' und y freien Gliede nur Glieder einer Dimension 
enthält, algebraische Integrale besitzt; die Beantwortung dieser Frage be- 
halte ich mir für eine spätere Gelegenheit vor. 

Was ferner den Fall angeht, dass F kein von y' und y freies Glied 
enthält**), so ist zunächst klar, dass F wegen der Irreduetibilität der Diffe- 
rentialgleichung (A.) mindestens Glieder zweier verschiedenen Dimensionen 
enthalten muss, da es sich sonst in Linearfactoren von der Form y—oy, 
wo o nur von z abhängt, zerlegen liesse. Wenn daher in der Relation (4.) 
z die logarithmische Ableitung einer rationalen Function von z ist und dem- 
semäss die Relation (4.) n. ©. durch Multiplieation von F mit einer ratio- 
nalen Function von z auf eine Relation von der Form (7.) redueirt werden 
kann, so ergiebt sich aus den vorhergehenden Entwickelungen, dass auch 
in diesem Falle die Differentialgleichung (A.) algebraische Integrale besitzt. 
— Ist dagegen z nicht die logarithmische Ableitung einer rationalen Func- 
tion, so werden in den Coeffieienten und Integralen der Differentialgleichung 


[ za: 


(A.) i. a. transcendente Functionen von der Gestalt e auftreten. So 


*) Vgl. meine Diss., S. 26, oder Z. f. Math. u. Phys. XXXV, 4; S. 214, Gl. (J*.). 
**) Vgl. 8. 6. 
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lautet z. B. für die Differentialgleichung 
F= y”+(3@-1)-4y)y—-(@—)y+4y’=0, 

in welcher F der Relation 
Be, Br. 2 
£ 743 Er are ET; er v) 8- 


02 


u 


“u F 
genügt, das allgemeine Integral: 

4 2 2.3. ( fra J a tu 2 2) 

y=cz3e—-ce”; \E =e = (3—1)e”), 

Wenn die Differentialgleichung (A.) nicht linear homogen ist, so 
können sich nicht sämmtliche Integrale derselben um eine blosse Constante 
unterscheiden; aus der algebraischen Integrirbarkeit der Differentialgleichung 
(A.) folgt dann also auch die der linearen homogenen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (B.), deren Partieularintegral erster Ordnung sie ist. — 
Wir können daher schliesslich die gewonnenen Resultate in den folgenden 
Satz zusammenfassen: 

„Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung (B.), 
deren Coefficienten rationale Functionen von z sind, ein algebraisches Parti- 
; cularintegral erster Ordnung (A.) besitzt, welches ausser dem von y und y 
freien Gliede mindestens Glieder zweier verschiedenen Dimensionen enthält, 





so sind ihre sämmtlichen Integrale algebraisch.“ \ 
Berlin, Februar 1895. 
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Ueber die Ordnung der Enveloppe solcher ebenen 
Curvenreihen, deren Individuen sich in Gruppen von 
je w ordnen lassen, welche den Punkten einer Geraden 
projectiv sind. 


(Von Herrn 0. Zimmermann in Danzig.) 





In seiner „Introduzione ad una teoria delle curve piane“ (Üebersetzung 
von Curtze, S. 150, No. 104f.) giebt Herr Cremona für die Ordnung der 
oben bezeichneten Enveloppen, wenn »=1 ist, eine Formel, welche, wie 
der berühmte Verfasser bemerkt, in vielen Fällen gültig ist (a. a. O., S. 151). 
Indessen drückt die Formel, wie hier gezeigt werden soll, nur das Maximum 
aus, welches die betreffende Ordnung erreichen kann. 

Ist nämlich © = 1, ferner » die Ordnung der Curven der Reihe, und 
«a die Anzahl derjenigen ihrer Individuen, welche durch einen beliebigen 
Punkt der Ebene gehen, so wäre nach der angeführten Stelle die Ordnung 
der Enveloppe 2r(u—1). Dass diese Formel unvollkommen ist, ergiebt ihr 
Anblick, denn es fehlt in ihr der zweite Index v, welcher anzeigt, wie 
viele Curven der Reihe eine beliebige Gerade berühren. 

Historisch erklärt sich dieser kleine Fehler dadurch, dass in der 
Entstehungszeit der Introduzione der Keim zu der Theorie der Indices oder 
Charakteristiken erst eben von de Jonquieres gelegt worden war, und man 
den zweiten Index noch nicht beachtete, bis Chasles sich der Sache be- 
mächtigte. 

Im Folgenden soll nun die etwas allgemeinere Formel ohne Be- 
nutzung der eigentlichen Theorie der Charakteristiken nur durch Anschauung 
entwickelt werden. 

Es sei also in der Ebene eine Curvenreihe »ter Ordnung gegeben, 
von welcher je # Individuen durch einen beliebigen Punkt gehen, während 
jedem Punkte einer beliebigen Geraden a eine Gruppe von wo Individuen 
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der Curvenreihe entspricht. Umgekehrt soll einer jeden solchen Gruppe 
von w Üurven nur ein einziger Punkt der Geraden a entsprechen. 

Wir bestimmen die Ordnung der Enveloppe der Reihe, indem wir 
die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden 5b der Ebene 
ermitteln. Der Schnittpunkt der beiden Geraden a und 5b heisse 0. Durch 
einen beliebigen Punkt b; der Geraden b gehen uw Curven der Reihe, 
welchen auf der Geraden a die « Punkte 

einen 
entsprechen mögen. Wir ziehen die Geraden 
ab; ab; mb... farb. 

Dieselben umhüllen, während der Punkt b} die Gerade b durchläuft, eine 
Curve, welche wir durch & bezeichnen wollen. Dieselbe hat die Gerade b 
zur n.w-fachen Tangente. Ihre Berührungspunkte sind nämlich die ».o0 Schnitt- 
punkte von 5b mit derjenigen Curvengruppe der Reihe, welcher der Punkt O 
entspricht. 

Ferner ist die Gerade a eine u-fache Tangente der Curve & und 
ihre Berührungspunkte entsprechen den durch O gehenden « Curven der Reihe. 
Mithin ist die Curve G& von der Klasse 2.0, -+-u. 

Denn von jedem Punkte der u-fachen Tangente a gehen noch n.w 
und von jedem Punkte der ».w-fachen Tangente b gehen noch « Taangenten 
an die Curve. 

Angenommen nun, die Curve 6 hätte ausser a und 5b keine viel- 
fachen Tangenten mehr, so wäre sie von der Ordnung 


(nw-+u)nw+u—1l)—nw(nw—1l)—u(u—1l) = 2nuw 


und schnitte die Gerade b ausser in ihren zw Berührungspunkten noch in 
2nuw—2nw = 2nw(u—]) 


Punkten p. Dies wären dann auch zugleich die Schnittpunkte der Geraden 
b mit der Enveloppe der Reihe, welche durch E bezeichnet werden möge. 

Der Beweis für diese letzte Behauptung liegt darin, dass für einen Punkt 
p der Geraden 5b zwei der Uurven der Reihe, welche ihn passiren, zusammen- 
fallen. Denn von den v Tangenten, welche von p an & gehen und a in den- 
jenigen Punkten a treffen, denen die durch p gehenden Curven der Reihe ent- 
sprechen — von diesen Tangenten fallen zwei unendlich benachbarte zusammen. 
Das bedeutet, dass auf a zwei von den erwähnten Punkten a zusammenfallen, 


J%* 
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und dies wiederum besagt, dass von den Curven der Reihe, die durch p 
gehen, zwei zusammenfallen. Mithin wäre die Enveloppe E von der Ordnung 
2nw(u—1). 

Aus dieser Formel ergiebt sich für ®=1 die in der Introduzione an- 

gegebene Zahl 

2n(u—l). 

Dieselbe gilt aber nur unter der Voraussetzung, dass die Curve & ausser 
a und 5 keine vielfachen Tangenten besitz. Denn, wäre dies der Fall, 
so würde sich die Ordnung der Curve & und damit zugleich die Ordnung 
der Enveloppe E vermindern. Demnach stellt die in der Introduzione an- 
gegebene Zahl nur das Maximum der Ordnung dar, welches die Enveloppe 
E für den Fall #=1 nicht überschreiten kann. 

Um die Ordnung von E genau zu ermitteln, müsste man also die 
ausser «a und 5b etwa noch vorhandenen mehrfachen Tangenten der Curve 6 
kennen. Diese Kenntniss zu erwerben, dürfte jedoch mindestens lästig sein, 
ausserdem aber würde dieselbe nur ein abgeleitetes, nicht aus der Natur 
der betrachteten Curvenreihe direct in die Augen springendes Merkmal 
liefern. 

Statt dessen genügt es aber, den Index v» zu kennen, welcher anzeigt, 
wie viele Curven der Reihe eine beliebige Gerade der Ebene berühren. 
Denn alsdann erfährt man sofort die Ordnung der Curve G, weil man er- 
mitteln kann, in wie vielen Punkten die Gerade a von der Curve & ausser 
in ihren Berührungspunkten geschnitten wird. Daraus ergiebt sich dann aber 
wieder die Ordnung der Enveloppe E. 

Bezeichnet nämlich ® einen Punkt, in welchem die Gerade b von 
einer Curve der Reihe berührt wird, und bedeutet X denjenigen Punkt der 
Geraden a, welchem die betreffende Gruppe jener Curve entspricht, so ist 
Y ein Punkt der Curve 6. Denn von A gehen an diese Curve zwei Tan- 
genten, welche in die Gerade AB zusammenfallen. So viele Berührungspunkte 
” es also auf 5 giebt, so viele Schnittpunkte hat die Curve & ausser ihren 
Berührungspunkten mit der Geraden « gemein. Daher ist die Ordnung der 
Curve & gleich 2u+v. Daraus ergiebt sich die Ordnung der Enveloppe 
E gleich 

(1.) 2(u—nw)-+trv. 
Das Maximum dieser Zahl ist gleich 
(2.) 2nw(u—l). 
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Damit dasselbe erreicht werde, muss sein 
(3.) v = 2u(nw-—|1). 

Beispiel: 

Es sei eine Curve mter Ordnung C” vom Geschlecht 0 gegeben, 
und man soll die Ordnung einer ihrer Paralleleurven bestimmen. Wir be- 
trachten die Paralleleurve als Enveloppe der Kreise von constantem Radius r, 
welche ihren Mittelpunkt auf C” haben. Alsdann ist: 

2, 
(4.) uk=v= 2m, 


v=]1, 





gleich 


und die Ordnung der Enveloppe ist nach (1.) im allgemeinen 


6m—4, 
während die Formel der /ntroduzione das unrichtige Resultat 
Sm —4 
liefert, denn die Gleichung (3.) ist nicht erfüllt für die Werthe (4.). 


Danzig, Februar 1895. 











Sur le developpement des fonetions en serie 
ordonnee suivant les puissances du sinus et du 
cosinus de la variable. 


(Par M. F. Gomes Teixeira a Porto, Portugal.) 


L’stnae du developpement des fonctions en serie ordonnde suivant 
les puissances du sinus et du cosinus de la variable mene & l’etude preli- 
minaire des courbes definies par l’&quation |sinz|=c, ce representant une 
constante reelle positive et z une variable complexe z,+iy,.. Ces courbes 
sont &tudiees dans les premiers n“. du present m&emoire. Nous y verrons 
que, si est e=1, cette &quation represente une infinite d’ovales et que, si 
est ce >1, elle represente une courbe composee de deux branches placdes 
symetriquement par rapport & l’axe des abseisses et qui s’etendent jusqu’ä 
Vinfini dans le sens des abseisses positives et dans le sens des abscisses 
negatives, en faisant une serie d’ondulations d’amplitude &Egale. 

Quand est e=1, si la fonction f(x) est holomorphe dans l’aire 
limitee par un des ovales representes par l’&quation |sinz]| = c, cette fonction 
peut &tre developpee en serie de la forme 

Aut A,sine + A,sin’z + A,sin’c+---, 


laquelle a lieu pour toutes les valeurs de x representees par les points de 
’interieur de lovale considere. On pourrait faire la determination des 
coefficients Ay, A,, As, ... au moyen de la serie de Burmann; mais nous 
donnons iei une maniere plus simple de les obtenir [formule (13.)] et nous 
en faisons application ä la fonetion =’, ce qui nous mene aux formules 
(14.) et (15.). 

Quand est e>1, si la fonetion f(x) est holomorphe dans l’aire in- 
finie comprise entre les deux branches de la courbe |sinz|= c et si elle 
admet la periode 27, la fonction est, comme on va le voir, susceptible du 
developpement suivant: 
fa) = Au+ A,sine+ A;sin’c-+--+cose[B, +B,sinz+ B;sin’c+---], 
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et nous donnerons des formules pour le calcul des coefficients A,, A, -»., 
B,, B., .... On considere ensuite le cas olı la fonetion f(x) admet la periode 
2w, reelle ou imaginaire, et on fait application des resultats trouvds A la 
fonetion elliptique sn. 


I. 


Sur les developpements de f(x) suivant les puissances de sinz qui ont lieu dans une aire limitee, 


1. Soit f(z) une foncetion holomorphe dans une aire A, x laffixe 
d’un point queleonque de l’interieur de cette aire et supposons que l’@quation 
sinz = (0 n’a quw'une seule racine dans l’aire consideree et que = est assez 
peu different de cette racine pour qu’il soit, le long du contour A, 


(1.) sine] < |sinz|. 
Dans ce cas l’&quation 
(2.) sinz—sine = 0 
a aussi une seule racine dans l’aire A. 
Cela pose, je considere lintegrale 


J sinz—sinz 
$s 


ou s represente le contour de l’aire A. Comme l’equation (2.) a une seule 
racine A linterieur de s, nous avons 


1 
f@) = Din F 


et, en developpant liintegrale, qui entre dans cette formule, suivant les 
puissances de sinz, 


f(z)cos2dz 


sinz—sinz 


(3.) f(x) = Au+ A,sine-+ + A,sin’c+--, 
olı est 
1 " f(z)coszds 
(4.) A, Bin . sin"+t1z 
ou encore 
x m 1 " f'(z)dz 
(B.) A, = Inin J sin 


2. La question pr&c@edente nous conduit & chercher une aire telle 
que, pour tout point x & linterieur et pour tout point z du contour, on ait 


Isine| < |sinz|. 
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Pour resoudre cette question on doit etudier les courbes definies par 
l’equation 

Isinz| = e, 
ou, en posant 3= z,+iy,, 


(6.) + Ysin’z, cos’iy, — cos’x,sin’iy, = c, 
c representant une constante reelle quelconque. 


On voit immediatement que y, est une fonetion periodique de x, dont 
la periode est egale A rn; il suffit done d’etudier la partie de chaque courbe 


: r 7C sı r 
qui correspond aux valeurs de x, comprises entre u He De On voit 


aussi que la courbe est symetrique par rapport aux axes des coordonndes; 
il suffit done d’etudier la partie correspondant aux valeurs positives de 
x et Yı. 

Cela pose, nous allons considerer separ&ment le cas oü et ei 
et le cas ou est e >1. 

1”. cas. Supposons premierement qu’ est 


e 1. 
En posant premierement z,=0 et ensuite y,=0, on voit que la partie 
consideree de la courbe coupe l’axe des y, au point dont l’ordonnee est 
egale alog(c+Vc’+1) et l’axe des x, au point dont l’abseisse est &gale 
A aresinc. 
En posant dans l’&quation (6.) 1—cos’iy, au lieu de sin’iy, et en la 
resolvant ensuite, il vient 
cos’iy, = c+cos’z,, \ 
et par consequent 





ev ten ne 
Fer _ Ve Foose.. 


_ 


Cette equation donne la suivante 

y, = log[+VYe’+eos’x, + VYe’—-sin’z;]. 
Öette eEgaliteE fait voir, en premier lieu, que y, est imaginaire quand 
x, > aresine. Pour chaque valeur de x,, inferieure A aresinc, elle donne 


pour y, deux valeurs r&elles et deux valeurs imaginaires. Des deux valeurs 
reelles on ne doit choisir que celle qui, pour &,=0, donne pour y, la 


valeur log(c+Ye’+1), c’est-a-dire la valeur 








(7.) y, = log[VYe’+cos’z,+Ve’—sin’z,). 
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On obtient au moyen de cette equation tous les points de la courbe 
eonsideree eorrespondants aux valeurs de x, comprises entre 0 et aresine, 
et l’on voit que y, eroit depuis O0 jusqua log(e+VYe’+1), quand x, deeroit 
depuis aresine jusqu’a 0. 

L’equation 


sın?xr 


gy = 


isin2iy 
donne les tangentes a la courbe et fait voir que les tangentes dans les 
extremites des axes sont perpendieulaires a l’axe correspondant. 
Les points d’iinflexion de la courbe sont donnes par l’@limination de 
y, entre l’equation 
sin Zr, cos2iy, = cos2r, sin 2iy, 

et ’equation 

cosdiy, = 2c+cos2r, 
qui resulte de (6.). On trouve de cette maniere l’equation 

cos2z2, = -—c+VYe—1 
laquelle fait voir que la courbe n’a pas de points dinflexion quand e =1. 
De cette discussion on conelue que la courbe representee par l’equation 
=c est, qund e=1, composee d’un nombre infini d’ovales &gaux, 





'sinz 
dont les centres sont les points (0, 0), (0, +), (0, +27), ... et dont les 
axes sont egaux A 2aresine et 2log(ce+Ye’+1), le premier axe coineidant 
avec l’axe des abscisses et le second etant parallele a l’axe des ordonnees. 

2”, cas. Uonsiderons maintenant le cas ol est e>]1. Au moyen 
d’une discussion semblable, on voit qwialors la courbe |sinz) = c a seulement 
deux branches, symetriques par rapport A l’axe des abseisses, et qui s’etendent 
jusqw’a linfini dans le sens des abseisses positives et dans celui des abseisses 
negatives, en faisant une serie d’ondulations d’amplitude Eegale a. L’ordonnee 
prend une valeur maximum &gale & log(e+Ve’+1) dans les points », = 0. 


+n, +2n, ..., et une valeur minimum egale ä log(ce+Ye’—1) dans les 


ER nt > 
points = + 5 +5 7, 





Les courbes que nous venons d’etudier resolvent la question que 
nous nous proposions de resoudre. Si est e= 1 ona 
sine! < |sinz| 


Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 1. 
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pour tout point x de l’interieur de chaque ovale represente par V’equation 
'sinz| =e et pour tout point r du contour. Siest e> 1, la m&me inegalite 
a lieu pour tous les points x de la bande infinie comprise entre les deux 
branches de la courbe |sinz| = e et pour tous les points 3 de cette courbe. 
3. De ee qwon vient de demontrer dans les n”. preeedents on 
eonelue que, si la fonetion f(x) est holomorphe dans l’aire A, limitee par 
un des ovales representes par l’equation |sins|= ce (ot e= 1), qu’on vient 
d’etudier, on a, pour tous les points x de l'interieur de l’ovale considere 


(3. fa) = Au+ Asine+ ++ A,sin’c+-, 


A, Ay, Ay ... etant donnes par les integrales (4.) ou (5.), qu’on peut de- 
terminer, comme on sait, au moyen de la theorie des residus. Mais 
nous allons donner, pour la determination de ces coeffieients, une methode 
plus simple. 

Considerons premierement l’ovale dont le centre est llorigine des 
eoordonndes. Il est facile de voir que l’egalite (3.) et les Egalites qu’on 
obtient en la derivant par rapport & x donnent, en y posant 2=V\, 


fl) = Au 

f() = Au 

f'(0) = 24, 

f"'(0) = —A,+64,, 
fr") = —84,;+24A, 


ff) = A-604A;+1204A,, 


et par consequent 

u = FW) 

A, = fO), 

1, = 4f"(0), 

A = Hr"O+rO)) 
A = 3u[f”(O)+4f" (0) 
A 
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i En general, nous pouvons e£erire 
‚ En 
- & | 3) == 41 en) () / u I) HL IO 
5 f (A \ | A; K If ( )+ if u 4 u: ö f \ J? 
h ! / | An ai Kr’ (O)-+ Af7"(0) Lt... u L’f 0 | 
r | n , .., 
i ou K, K', A, A, ..., L, L' representent des quantites eonstantes que nous 
; allons determiner. 
Ä A Considerons dans ce but la fonetion sinkz, ou % est un nombre entier 
; impair, dont le developpement suivant est donne dans les dlements de 
Ä trigonometrie: 
| | But. 
sinke = ksine—k 5er 
se 
f (k—1’)(k’—3°)...(k’—(2n—1)’) . »,., 
® ar fi \n x / / .- FH: +1, 
| VOR 1.2... @u+1 ...: 
i En appliquant la seconde des formules (A.) a cette fonetion, on trouve 
3 Ans = (-V’K TR — ART. +LR). 
| En eomparant ce resultat au suivant 
(k’—1)(k’—3°)...(k’—(2n—1)' 
; Azaızı En (—1)"k ö ) ) 
1 \ 1.2...(2n+]1, 
1 et en representant par s{/), la somme des combinaisons des nombres 
- N | 
| a a 5 en 
! pris m & m, on a done 
K'= ei en 0 ee “ 
- (2n+1)! BnS ich er 
3 On peut done €erire en general 
N fer+D) (0) + s()) VO) aan u si") ff () 


FEN 
(9.) A» zus / 
am FRE 1.2...(Zn+1l) 


Uette formule peut &tre encore Ecrite symboliquement de la maniere suivante 
(9.) A _ OF O+HIILFO) +3. IPOD +@n—1 
2n+1 


> 
.) 
ir 3..19 +1) 


/ 


ou Von doit, apres les multiplieations, remplacer les puissances de f(0) par 
des derivees d’ordre Egal A l’exposant de la puissance. 

Pour determiner les coefficients X, A, B, ..., L de la premiere des for- 
mules (A.), nous pouvons considerer la fonction coskz, ol 4 est un nombre 
entier pair. La trigonometrie donne en effet alors la formule suivante: 


k® k?(k?’—2°) 


ceoskz = 1—- — sinr-+ sin’ —--- 
_ 2.3.4 


IV 













20 Teizeira, sur le developpement des fonctions en serie. 


et, en comparant la valeur du coeffieient de sin””z dans cette formule avec 
la valeur donnee par la formule 
Au = (-1P KIT ARe-D 4... + LR] 
et en representant par S$}’ la somme des combinaisons des nombres 
Bi ei 
pris m a m, on a 


6 ® | 
k ung , A m. Sons b eh. 5:8 6 L = Ss,” u 


(2n)! j 
Nous pouvons done &erire la tormule generale suivante: 
fer (O)+ SH FERrI(O) + + + SV FO) 
10, A: a en ii 
WEM er 1:.2.8...20 
ou symboliquement 
113 4, - FOLO+LIPO+4..IO)+@n- 9) 
en Zn 1.2.3... 2n 
De tout ce qui preeede il resulte le theor&me suivant: 
Si la fonction f(x) est holomorphe dans laire limitee par Tovale dont 
\T, f } 
"equation est |sinz|=e (od eZ= 1) et dont le centre est lorigine des coor- 


donnees, on a, pour tous les points x de linterieur de cette aire, 








Ka RT EEE 
19 a ir, Fi 1.2...2n sg 
| EHE FED) TO) 
+ 5 sın T, 
NV 1.2...(2n+1) j 
ou symboliquement 
\ rn: % PO D+2°]...[FO)+@2R—2)] _.. > 
f(x _ f(0)+ > j ( JLf \ ) I. La )+( )] sin”x 
(13 \ ar n=() PR zn 
\ e) 
| 2, FOLFO+17][7°)+32]...[P?O)+@n-1] mr 
ı 5% s | sin”"*'r, 
be 1.2...(2n-+1) 


ou Von doit remplacer, apres les multiplications, les puissances de f(V) par des 
derivees d’ordre egal a lexposant de la puissance. 

4. Pour faire une premiere application de la formule preeedente 
nous allons developper la fonetion 


f(x) >ze =, 


olı %k represente un nombre entier positif. 
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1”. cas. Supposons premierement que %k est un nombre pair egal 


2m. Ona 
ft?” (0° + TON) He +8 IP — (0 


quand est an <Zm, et par consequent 
A,=U). A,=VU, 4, —(). ne A», ® - U), 


On a ensuite 


" (2m) 
su) - ()) il) 
N ?)ın-+?2 / 
Die a pe (2m-+ 2)! Zm+1)(2m-+2 
sr TO Si*) 
RE ie. - 
“#Zm+t ‘ ee" 7 . . 4 ‘ ‘ 
(2m +4)! 2m-+1)(2m-+2)(2m+53)(2m-+4 


(/omme est 
on a aussi 


Nous avons done la formule 


2" — sin’ [1 mom sın’ 2 


- 


(14.) 
= in*’a in 

L — sın’c-+ - <sin’c-+ 

2m+1)...(2m+4 (2m+1)...(2m+6 | 





N ) N) | 
J 


2", cas. Supposons maintenant que %k est un nombre impair egal 
a 2m-+1l. Au moyen d’une analyse semblable, on trouve alors la formule 


s(!) 


x == BEN Mi 114 75 7, = Bin x 
145, (Zm-+2)(Zm-+5) 
(19.) 
rähig 0) 3) 
N “ + “ ’ 7 ” { 
. BB 27 -— BIN 2 
(Zm-+-2)...(2m+5) 2m-+2)...(2m-\ 





La formule (14.), en y posant m =1 et en remarquant qu' est 
nad, Duit, Wi. E.6, 


1 


donne la formule eonnue 


ner <— - —sinect+---- 
Pi} y, n „ 


) . ) 2 1 2.4 
cz = sin’c+ _ 
«), 


De la m@me maniere, en posant dans la formule (15.) m=(0 et en remar- 
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quant qu’ est 
il A tet, PET, 
on trouve la formule eonnue 


cz = sinr+ sin’ ++: 


2.4.5 

9. Pour faire une seconde application des formules (12.) et (13.) 
eonsiderons les fonetions sinkx et coskr, ol k represente un nombre quel- 
eonque reel ou imaginaire. Ces formules donnent immediatement les for- 
mules connues 


55, Sin’r+ 


(®—1)(k’—3) ._, 
sinkr = k|sinz- — sin’c+ We sin’ -| 
1.2.3 EEE 
k’ a’ k® k’ ma 2 . 
eoske = 1—- —- sin’c+ sin’e— +, 


2 1.2.3.4 
lesquelles ont lieu pour toutes les valeurs de x representees par les points 
de linterieur de celui des ovales r&epresentes par l’@quation |sins| =1 qui 
a pour centre l’origine des coordonnees. 

On doit remarquer que nous avons deja employe& ces formules pour 
trouver les formules (12.) et (13.), mais en supposant k un nombre entier 
positif impair, dans le cas de la premiere formule, et un nombre entier 
positif pair, dans le cas de la seconde. 

6. Considerons encore la fonetion 

f(x) = zootae. 
On a alors, B,, B,, ... representant les nombres de Bernoulli, 
(eh FEB 
f)=f"(0)=:--=0. 


Done la formule (12.) donne 


> In B 
In 


n 


4. SU1)922(r—1)B +...480 1)9?2B 
l E In Re ın en - 3 2 ug I sin” x 
0 er 


zeotz = 1—- 5 


==] 
On peut &erire cette formule symboliguement de la maniere suivante: 


» 2°B[2°’B’-+2°112°?3’-14°]...[2?B?’+(2n—2)) . , 
zeotz = 1—- N et - > us te sin” x, 
775 A A all SE HEAESENE en u 5 Zu 





ou V’on doit remplacer, apres les multiplieations, les exposants des puissances 
de B par des indices. 

7. Nous avons considere jusqwiei seulement celui des ovales repr£- 
sentes par l’&quation |sinz| = ce dont le centre coincide avec lorigine des 
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coordonnees. En appliquant la formule (12.) A la fonetion f(e+mn) et en 
changeant ensuite 2 en zc—mn, on trouve la formule qui a lieu quand x 
represente un point de l’ovale, repr&sente par la m&@me &quation, dont le 
centre est le point (mr, 0). On trouve ainsi, quand f(x) est holomorphe 
dans l’aire limitee par cet ovale, 





» fr lkma) +SV) FI ma) + ++ Sr) FO) ma 
f(«) = f(mn)+ 3 « | —- sin” x 
\‘ / u: . ) ' = | .) In sın Mi 
16, ee 5 Fe 2 
En + ft) (ma) +s) Fer d)lma)+ + +5) f'(mn) 
ne y' [4 N 4 ey: sın Tr 
u 1.2...(2r +1) IR 


On peut Ecrire cette formule symboliquement de la maniere suivante: 


BE.‘ Du / 2; I f(mr)|f’(mre) 2°]... [f’(mr) | 67 > ] | 
fix) = f(imn)+ > a ain?® „ 
n l Te Pe 


(N x, f(mr)| f’(ma) +1’) fm) +3]... f’lma)+(2n—1 
+(—1)” 3 


| sin”, 
nV 1.2...(Z2n+1) 





8. De la comparaison de la formule (16.) avec les formules (3. 


(4.) et (5.) on eonclue les resultats suivants, dont nous ferons encore usage: 


7 


„».“ > . > )COSZ - 
1. Le residu de la fonetion 3.51, Par rapport au pöle mn est 
sın"t1z 
donne par la formule 
R Fr (mr) HS Im) + HSV (mr) 
Ip L.2...2n 


[(3)cosz 


sın“"t*z 


2", Le residu de la fonetion par rapport au m&me pöle 


est donne par la formule 


R' ’ 1 fer + (ma)+s)  fÜ (ma) EEE a ı ’ f mn 
Bu "ie 1.2...(2n-4 L) 
3. Le residu de la fonetion 29 par rapport A ma est donne 
par la formule 
fer) (ma) + SIR) (ma) ++ +8) FÜ) (ma) 


R' = 


1.2.3...(2n—1) 


4. Le residu de la fonction ;  — par rapport & mn est 
sit’ S 


(?n+1)/ \ (1) ?n—1) \ In) £'f 
fer+d)(ma)+sd) fr’ (ma)+-+sr) f (mn) 


R,, —1)" 
mn DO — 


; uf L.2...2n 


changeant dans les formules precedentes f(z) en f(z), on voit encore 


\*+ 
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[(z) 


que le residu de — 5, Par rapport A mzı est donne par la formule 


(In—1)/ S(1)£Qn-3 I S(n— ) 
fÜKma) +5, f”ıma)+ +55 >f (ma) 


Rır = ua, 
)...(2n—1) 
- B 3 -esid ] f(:) Po er. e .- m R 
et que le residu de nn, Par rapport au m&me pöle est donne par 
l’egalite 
Ri nn u fr Xma)+4-s() zg RA) (mr) + ... +8,” ’ f(mr) 
ES ORER 1.2...008 
11. 

Sur les developpements de f(x) suivant les puissances de sinx qui ont lieu dans une bande infinie. 


9. Considerons maintenant lintegrale 


/ "f(z)sin(s+xr)dz 


in . sinz—sinz 


prise le long d’un contour forme& par les droites AB et CD paralleles ä 


l’axe des ordonndes, qui passent par 





C y B les points dont les abseisses sont 
a Boa Des “u we | | | 2 a 

a a —n+n et a+n (0 n< u) et par 
| | | 2 

ERRER RRREB: les deux branches de la courbe re- 

Ö| N s .r . . | s \ 

| presentee par l’equation |sinz| = e (ol 

Wie \ Fi } Pr \ 5 \ . 
r, Hige Be I ce>>1), et soit f(z) une fonction holo- 
D A morphe dans cette aire et periodique, 


la periode etant &gale A 2a. 
La fonetion 
f(z)sin@+2) _ f@)sins@+®) 
sinz-sine  sint(ßs-—z) 
a un seul pöle 3= x & liinterieur du contour S et le residu de cette fonc- 
tion par rapport a& ce pöle est ai a 2f(z)sinz; par consequent nous avons 


’ in(s+x)dz 
2sinzf(x) = Ei 

Sn FI) d sins—sinz 
Mais de la periodieite de la fonetion f(z) il resulte 


[ f(z)sin(s+z@)de z f(z)sin(z+.r)dx | 


sins—sinz Ds sins—sinz 





Er 


EEE Y 
BREI RE ge FR ER RN TER FAR x a N 


TAN 


BERN EIER ET RE 11001 208° 


2sinz f(x) 
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Done nous avons, en representant par S’ et S” 





les eourbes BC et DA: 


$ f(z)sin(s+ x) dz 





sin / sins—sinz 
| / f (z)sin(»+z)dz 
T , J 5 sins—sinz 
Si l’on remarque maintenant que le developpement 
1 1 sine , sin’z 
; ug dr rar > he = aa 
z sins—sin® sınz sın % sın 2% 
5 a lieu pour toutes les valeurs de z representees par les points de S’ et S” 
2 et pour toutes les valeurs de x representdes par les points de l’interieur 
de l’aire consideree (parce qu’on a pour tous ces points |sinz| << |sinz|), on 
peut €crire le d&eveloppement 
sinzef(z) = sine[A,+A,sine+--+A,sin’c+---] 
+ eosz[B,+ B,sine-+---+B,sin’c+---]. 
N | ou 
r i en I/ [(z )coszdz / r ;) 00833 
‚ Pre sin*t!z tz 1° 
It 5 
| Knie... f_ Fen_1. 
. | r din L. sin” 2 R sin?z | 
> > 
S: En posant dans ce developpement 2=0, il vient B,= 0; nous pouvons 
r ; done encore &erire 
vw & . . - 
; f(z) = Au+ A,sine+ -+4A,sin”z+- -+cosz[B, + B,sine+ + B,sin""c+---]. 
i On peut encore donner aux coefficients A, et B, de ce developpement une 
; autre forme. En effet, on a 
i [ f(z ;)coss dz JS f(= ;)cos>dz 
i {B sin"+'z sin®+t!z 
- E fea)d _ f- Bm. 
. sin”z sin?” 
S ; AB Di 
et par consequent 
3 c0s2 dz 
| Pre f f(%) | 
3 er . sin*t1z 
1 18. | 
4 (18.) B 1 [ f(@)dz 
e din » sin” 
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Au moyen de l’integration par parties on voit qu’on peut encore &crire 


(18'.) au Se | 


4nir « sin"z 
= 


De tout ce qui precede on peut tirer le theor&me suivant: 


Si la fonction f(z) est holomorphe dans la bande infinie comprise entre 
les deux branches de la courbe |sinz|=c (oa c>1) et admet la periode 2n, 


on peut developper f(x) en serie de la forme suivante: 
(f(&) = Ant Asine+.-+4A,sin’c+- 
| + +cosz[B, + B,sine-+---+B,sin""c+--], 


les coefficients A, et D, etant donnes par les formules (18). 


(19.) 


10. Il faut maintenant caleuler les integrales qui entrent dans les 
„„ ee qu’on peut faire au moyen du theor&me de 
Cauchy, qui donne, en employant les notations du n°. 8, les re&sultats 


expressions de A, et B 


suivants: 
A,, I[R,+R;}], 
Aszı .. I[R „+Ri], 
B,, == IIRSPHRUM], 
By. un IIRS" + RR”). 


Ces formules donnent (n?. 8) 


4 1, RO) +SFA 20) +. HKD F@0) 


2 2 1.2...2n 
1 EI HSD FDA) +SE-DfO) 
Bu 1 rar Hager: Eiikigre. 
ou, en posant fe)+fla+n) = Fı(@): 
| Fe (0) +SDF&RD(0)+-- +50 Dre 0). 
(20.) A., — ww 1 u: In 
On a aussi 
EEE BL OEL BL OFERER KO 
et Keen 
e 1 POTTER )+ sm (I (rn) +. tu (7t) 
2 1.2... @n+1) 
ou, en posant f(z)—-f(z+n) = F(x) 
z | F@r+1) (0) + nn a { N VE 
(21.) Azur Erg Du BE BE (2n+ Y- Ba : 








.; re u RE ETRIRR & 
ER een 








SERIEN RE DA TEREERRENE ER HERN 





Teizeira, sur le developpement des fonctions en serie. 


De la möme maniere on trouve les formules 
FE te (0) + Sin Fr 390) + +. +S(R-D F' (0) 


(22) Bu=7>' 1.2... @n—1) 
1 FE) (O) +), F@r-3 (0) 4er. +2, F(‘ )) 
ae As Fr: ©. zF0r "7 | 


Les formules (20.), (21.), (22.) et (23.) peuvent encore &tre &erites symbo- 
liquement de la maniere suivante: 


4, - +. AO ND +4]... [FOV)+l@2n—2)] 
fe AR re  " 
A... - 1. _FOLF*O)+1’][R*(0)+3°)...[R’(0)+(2n—1)?] 
= et 1.2...(2n+1) 
. Bd - 4. FOLIEN ++ 4]. [FD +2n—2)"] 
u u iR. = 
1 _FF(OJLF"CO) + 1°JEF°CO) +37]... .[FF(O)+@2R—1)") 
I TT 1.2...2n | 





Les formules anterieures ne determinent pas les coeffiecients A, et B,.. On 
les obtient au moyen de la formule (19.) en y posant e=0 etex=n, ce 
qui donne 
f)=A+B, f)=A-B 
et par consequent | 
A, = 4[f(O)+f@] = 4F,(0), 
B, = 3[f(0) -f@)] = $FO). 
11. Supposons maintenant que la fonetion f(z) admet la periode 


N . . . ö » . n We . r 
reelle ou imaginaire 2w. Alors la fonction r( E ) de la variable X admet 


la periode 2n et, si elle est holomorphe dans l’aire infinie limitee par les 
deux branches de la courbe 





sinX|=c (oü e> 1), nous avons 
we a ae, | via en ee a is 
f u) a A,+ A,sinX+ A,sin’ X + -+cosÄ[|B, + B,sin X+ B, sin’ X + |. 


Si l’on pose maintenant 


X 
(A.) = g, 
n 
on trouve 
r IT  . NE 
f(z) = Au+ A,sin + A, sin’ 
77 () 
IX a > x MB 1 
+ C08 [B; + B,sin + B,sın’ I- | 
() (0 [777 


4* 
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Les coefficients A, et B, sont donnes par les formules (20.), (21.), 
(22.) et (23.) en y posant 


F(&) = r( - r(- en ). 





Fa) = f( er) yyjeiet R): 
En posant en (A.) 
o = 0(c0sd-+isin®), X = R(lcos®-+isin®), z=r(cosr-isinr) 
on trouve 
-646, Esr. 


On voit done que l’aire qui, dans le plan de representation de x, correspond 
a lVaire limitee par les deux branches de la courbe |sinX|= ce est limitee 
par une courbe qu'on obtient en transformant premierement la courbe 
sinX|= ec de maniere qu’ entre les rayons vecteurs R des points de cette 
courbe et les vn vecteurs correspondants r de la transformee existe 


le rapport r = — —R, et ensuite en faisant tourner l’aire limitee par la courbe 
ainsi obtenue autour de l’origine des coordonnees d’un angle Egal A l’argu- 
ment de la periode 2w. 


12. En appliquant la doctrine anterieure & la fonetion f(X-+e), on 
obtient le developpement 


f 9 A 
fX-+o) u Au+A, sin ben -+- A,sin’ - Be - ten 


() w 


X . nX 9 nX 
+-+C08- — -[B,; + B,sin + B;sin’ a +], 


() 
qui, en posant 
ÄA+te=xr 
donne 


\ 


eek ers 


ur ® 7T  . 9% N 
f(x) = Au+ Aısin — (2—-0)+ A,sin — (2—0)+-- 


++ 608 — (& (2 — 0) | 3. + B,sin ” — (2 —0e)+ B;sin’ — (2 a) ++: |. 


Ue developpement a lieu dans l’aire qu’on obtient en donnant & l’aire con- 
sideree dans le numero anterieur un mouvement de translation qui transporte 


3 
E: 
Br; F 
& 
& 
64 
+ 
Y 


2 


En EN" 
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le point qui coineide avee l’origine des coordonnees au point dont 


laffıxe est o. 
Les coefficients A,, A, - +, Bi, Ba, ... de cette formule sont donnes 


par les formules (20.), (21.), (22.) et (23.) en y posant 
F(e) = r(®? ” +0)- Hl Fan re) 4 a), 


w: \ o(c-+7 
F, (x) === r( — +e)+f( — nt) +0). 


» * [/7) 
En posant dans les formules anterieures «= — „-, on trouve 
ne , NE. 
f(2) = Aut Aıcos + A,c08° + 
17 1) 
._ nzi 7IX x | 
+ — Sin | B,+ B,cos + B,cos - | 
() - () () Js 


Les coefficients sont donnes par les formules (20.), (21.), (22.) et (23.) 
en y posant 


F(x) ” r- WE -5)- r( w( 4 5 ; 


1 Wr A) o(c+n m) 
F@) = f(@-2)+r( IM 


“) 


Er | 


13. Pour faire une application de cette formule considerons la 
fonetion elliptique 


I LN Ikz 
f(x) = an 
. . < rik' A 
qui admet les periodes 27 et —— et les pöles 
rrik' ' ik 
_ nm 
2k | h 


(n et m etant des nombres entiers) et supposons, pour simplifier, que % et 
% sont des quantites rdelles. 

Il est facile de voir, en ayant egard A ce que les ordonnees maximums 
de la eourbe |sinz|=e (ot e>1) sont &gales A log(e+Ye’+1), que la 
fonetion consideree est holomorphe dans la bande infinie limitdee par les 
deux branches de la eourbe 


nik 
>k 





sinz| = sin 
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quand A et 4 verifient la condition 


rık' 


5 > logı1+ 12). 


Dans ce eas on a 


a 
= 
& 
= 
x 
= 
T 
127 
‘ 1 
& 
x 
= 
$ 
= 
$ 
23 
” 
24 


>kx 


BR ——— = Au+ A,sine+ A,sin’e+--+cosz[B, + B,sinz+ B,sin’c+ ---]. 


Mais, en remarquant qu’ est 


2kx 2>2kx 
sn(—- ) = — sn (- =), 
re 7L 





on voit qu’ est 


on voit ensuite qu’on a 
B, = B, =  -+=(. 
On a done 


2kx a : a 
6 A,sine+ A;sin’c+ A,sin’c+:--, 


et par consequent 
. TTX . IT 
ne = Asin g +A sin’ +. 
u Ares rau Ze 


Les coefficients qui entrent dans cette formule doivent &tre determinds par 
la formule (21.) en y posant 





s 2kx 2k(c-+n 2kx i 

F(x) = sn —— —sn ku A FR 4 

n 7 nn | 

Le developpement qu’on vient de trouver a lieu dans l’aire infinie limitee : 
par la courbe qu’on obtient en transformant la courbe dont l’&quation est 

. . . nik | E 

Isinz| = |sin a 


comme on a dit dans le n°. 11. En partieulier elle a lieu pour toutes les 
valeurs reelles de «. 


Er ed Ve a 
fe EN Pe Ye Nr er Be " 


ich 


EEE EN EIER ER 7 
RN ® 
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IE 


EEE ENDEN SE 
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een. 








Teizeira, sur le developpement des fonctions en serie. 31 


14. Nous pouvons determiner un developpement de snz qui est 
applicable pour toutes les valeurs de k et 4 et pour toutes les valeurs 
reelles de x, comme on va voir. 

Considerons la fonction 


2k 7C 
f(x) — Bi (2— 5) 


F i ik" A 
qui admet les periodes 27 et —— et les pöles 
ri ik’ En srik' 
5 155 +nn m 1, 


n et m etant des nombres entiers, et supposons encore que k et k' sont 
des nombres reels. 

Comme les pöles de la fonetion consideree ont les m&@mes abseisses 
que les points de la courbe |sinz| = e ol l’ordonnee est minimum, on voit qu'il 
existe une valeur de c, superieure A l’unite, telle que la fonction f(x) est 
holomorphe dans l’aire limitee par les deux branches de cette courbe. Üette 
valeur est donnee par l’&quation 

u nik _ nik’ 
e= sin(-, + 5% ) = 6085, 

Nous avons done, dans l’aire considerde, 
” 





k st N oo. 
sn — (2— =-) — A,tA,sine+ A,sinc-+ --- 


st 
-++c0os2[B, + B,sine+B,sin’c+---). 


Üette Egalit@ donne premierement 


I MB _ 
snze = A,+A,c08s —— + A,cos’ 4... 
2k i 2k 
R AT IT ‚, AZ 
+ —sın [B; + B,cos —— +B, cos’ +... 
2k 2k zo 


et, a cause des &galites 
sn(-—r) = —Sır, 
sn(e+2k) = —sınr, 
elle donne ensuite 


Ic 


. ne[ 1X 
ne = —SN zZ; |B,+ B,cos 5, + B,cos‘ Tr + | 
ul ah ZR ü 


Les coefficients B,, B,, B,, ... doivent &tre caleul&s au moyen de la for- 
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mule (23.) en y posant 


F(x) sn( — — k) — sn Kaum — k) 


Le developpement que nous venons de trouver a lieu pour toutes 
les valeurs de x representees par les points de l’aire qu’on obtient en trans- 
tormant l’aire limitde par les deux branches de la courbe 


a. nik’ 
sinz| = 008 5, - 


comme on l’a dit dans les n”, 11 et 12. En partieulier il a lieu pour toutes 
les valeurs reelles de x. 


de si ga N 
ihr rg ee Ge sr da Re ed SR Ba 1 PER 
TE ERINNERTE % 
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Zur Theorie der Resultanten. 


(Von Herrn Eugen Netto in Giessen.) 


Die abrekürzte, Bezoutsche Form der Resultante zweier Gleichungen 
ie) 


(fa) = na" +a2" "+2" + +a,, 


(1.) 


lässt sich aus der gewöhnlichen Determinantenform mit den Elementen 
a, b direct durch Determinantenumwandlung herleiten. 

Nun hat Kronecker (Berl. Mon. Ber. 1881, Juni) die Bedingungen 
für die Existenz eines gemeinsamen Theilers von (1.) und (2.) durch das 


\ly(e) == b,e”"+b,x" “"+-b,x” ‚® 4b 


Verschwinden recurrirender Determinanten ausgedrückt, deren höchste, wie 
bei Bezout, auch nur bis zum Grade » aufsteigt. Ich will im Folgenden 
auch diese Determinanten direet in die gewöhnliche. Form umwandeln, einige 
interessante Eigenschaften derselben ableiten, und noch einige Bemerkungen 
daran knüpfen, die zum Theil auf eine früher von mir behandelte Frage 
(dieses Journal Bd. 104) Bezug haben. 


Setzt man 
(2.) 5 = Ge +2" +or + 
so wird 
be" +b,2"r + +b,_, = (avatar "+ +a,)a"+o0°+- 
und also 
(3.) WG+0G_,++ta,c, = b,, 0=0,1,2,...) 


(a=0, wenni>n; b,=(0, wenn A >n-—1) 


“ 
d 


und daraus ergiebt sich: 
4, ad, 4, 4; 


A, da, d, 0 
er SE un | a ad, d, @; 
A,C, = 0, 4d,Cc, = b h , A,C, = d, d, „. d,C,; = 00 
0 1 a, a, 
5 5 5 


b, b, b, b, 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 1. D 
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Durch Induction erkennt man leicht die Richtigkeit der Gleichung 


A, ad, d> er 4d,_ı a, 
() A, da, .. 0. d,_» G,_ı| 


- 


N: ? ) 0 . . . d “ ad > 
(3°,) alt! e, = 0 A, 2.3 1-12 


Be * a, 
N ie er ee 


sobald man die Determinante nach den Elementen der letzten Spalte ent- 
wickelt und von (3.) Gebrauch macht. Es ist danach 


d, 4 db; 
Ya g@) er: er | P3 4 | a. -3L.. 
(2*,) ie u b,ar'+ Fr 4 h ec” + a 0 a a, © te, 
bs, bs 55 


Aus der Theorie der recurrirenden Reihen ergiebt sich sofort, dass wenn man 


“6 C, u 


- 


(4.) Cu = a. & C; 0. Or 


16): Dr Gr «6. 


setzt, die charakteristischen (wie ich kürzer statt „nothwendigen und hin- 
reichenden“ sage) Bedingungen für die Existenz eines grössten gemeinsamen 
Thheilers der vten Ordnung von f und g die folgenden sind: 

(5.) 6,6 6,00 .:., Baum 2, PR 


Setzt man ferner 





P, — ie, C; +1 . . . Corn r 1 x |, (= Ü, L, “..,; n—Y) 
ı& C > BERN -1 0 
| 
(6.) 6 6 re C„-, €, 
\ D, zu 
: C; C; uhr DE C._v +1 Cc+ c ! 
| » —y—1 —y—?2 | 
Cu, CH-r+1 a A CH-27—1 Cyxc" + C ec" + ri + G—r-1| 


dann nimmt der grösste gemeinsame Theiler die Gestalt an 
(7.) gP,—fP, u ER 


Unsere Aufgabe kommt also im Wesentlichen darauf hinaus, (4.) als Func- 
tion der « und der 5 in Determinantenform herzustellen. Zu diesem Zwecke 
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schieben wir den 4+1 Zeilen von (4.) links je A Elemente in der nach- 
stehenden Art an 


a A 0, 


0 ao... O3 

C, C, . . 2 C 
Unter die Elemente von (4.) schreiben wir 4 Zeilen von je (+1) Nullen. 
Das so gebildete System vervollständigen wir zu einem quadratischen dureh 
das Diagonalsystem 


EN WER Ve Te © 
iu er KR 
: OR ZERERF N ven 76 15 


00ER EHER TOERBBER | Tas; | Cm © 
ai las: art Be 3 


Die so erhaltene Determinante S der Ordnung (24-+1) unterscheidet sich 
von der Determinante (4.) der Ordnung (+1) nur durch den Factor 
(—1)#0=9,  Vertauscht man in der neuen Determinante S noch die erste 
mit der letzten Zeile, die zweite mit der vorletzten, u. s. f., die Ate mit der 
(4+2)-ten, so tritt gegen (4.) der Faetor (—1)Y*" als unterscheidend auf. 

Jetzt multiplieiren wir die letzte Spalte von S mit a, und addiren 
zu ihr die vorhergehende mit a,, die zweitvorhergehende mit a,, ... multi- 
plieirte.e. Dann lautet nach (3.) die umgewandelte letzte Spalte von oben 
nach unten genommen 


Ay), ds);_ıs Te d; 1 Di, b,; 1* a b;. 


Weiter multiplieiren wir die vorletzte Spalte von a,S mit a, und verfahren 
genau so, wie eben auseinandergesetzt wurde. Dann lautet die umgewandelte 
vorletzte Spalte in «,S von oben nach unten genommen 


Gd,_1ı 4-3 -..., q,, ba-i; ba_2, oe Bin. 


Fährt man so fort, dann ergiebt sich schliesslich 
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bu u m ... My 

0 d,, a, > ds;,_1 

0 :& Mor: u A Men) 
(8.) a, u ‘0 0 0 0 Ayyı | 

5b, b, b RE 

u ; ba (4+1 Zeilen), 

000 we 


(a,=0, wenn u>n; b,=0, wenn u>n-—|). 


(Genau in derselben Weise kann man mit 7,, 2, verfahren und kommt 
dadurch zu den bekannten Ausdrücken. 

Man erkennt übrigens leicht, dass man zum gleichen Ziele durch die 
Multiplieation von C,,, mit einer passenden Determinante vom Werthe 
a, *' gelangt; aber der hier eingeschlagene Weg ist bequemer. 

Ferner ist es klar, wie man von der rechten Seite von (8.) zur 
linken, d.h. zu (4.) übergehen kann. Hier werden die Spalten von links 
her transformirt, indem man der Reihe nach die Grössen ce einführt, welche 
durch die Gleichungen 


4,6 =d, a =bd-aMC, = b—ac—AC, .:. 
definirt sind. 

Die benutzte Methode der Umwandlung von (4.) ist auch noch auf 
alle Subdeterminanten anwendbar. Insbesondere ergiebt sich so auch 
wieder die Formel (5°.) für ec, selbst. — 

Die Bezoutschen Determinanten haben, wenn man 


(a,b,—a,b,) = (%, u) 


und 
9, ( da = (0, i+k—1)+(l, i+k—2)+--+(i—1, 6) 
\ = (0, i+k-1)+ll, i+k—2)+--+(k—1, i) 
setzt, die symmetrische Form 
(10.) B,.ı = ld, (,k=1,2,..., 441) 


und die aus ihren Subdeterminanten Ater Ordnung gebildete Determinante 
(10*,) Bir = Id Gk=1,%,..., 441) 
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ist, wie Jacobi gezeigt hat, recurrirend, d. h. es ist 

d,=0d 
Das von uns hier betrachtete C,,, ist recurrirend. Wir wollen nun zeigen, 
dass die aus seinen Subdeterminanten Ater Ordnung gebildete Determinante 


(11.) I;ıı = Iy.! (,k=1,2,..., +1) 
genau dieselbe symmetrische Bildung aufweist wie das Bezoutsche B, d. h. 
dass direct, bei passender Erklärung des Symbols (4, «) unter Beibehaltung 
von (9.) gesetzt werden kann 


wenn i+%k= !-+m. 


Im >) 


Typ Ar B,;1- 
Zur Darlegung dieses merkwürdigen Satzes nehmen wir die Matrix 


© c C, TA C, E41 


e, &, ' © DEE er 


(12.) 





G-ı GG Gyı +++ En Ca 
und definiren den Ausdruck, welcher dem (i, k) entsprechen soll, 

[ek] (i <Zk) 
als die mit (—1)'*""" multiplieirte Determinante, die aus der Matrix durch 
Weglassung der Spalten mit den Anfangsgliedern c,, ce, entsteht, also z. B. 


C, ee 7 6 ;& ur 5: 
[01] = [02] = — 
a ee © Br 2 
Ferner sei [ki] = —[ik] bei grösserem k. Dann ist das durch (11.) geforderte 
/Y.„ entsprechend der Formel (9.) gleich 
(13.) [0, ö+k—1]+[1, ©+k—2]+. +1, #. 


Den Beweis möchte ich an einem Beispiele geben, welches so gewählt 
ist, dass seine allgemeine Gültigkeit in die Augen fällt; es sollen ledig- 
lich die complieirten Indices-Angaben vermieden werden. 

Der Behauptung nach soll wie in (9.) [05]+[14]+[23] = y, d.h. 


a a GG GG, G& G 6; 6, ca 0G 6; GG a &G GC 
4 5 G'6 | GG &% % A rs re 
(14.) | == -H — 


Cz C; C; C; C) C, C- C- C;, C; C; C- C; C; C; C- 


Cz 
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sein. Wir betrachten die Determinante 
cG+c. +6. G+c,. c,+6c; 
G+0, G+6CG, +0, 617% 
LEE G+6, GT+6C, 640, G+te; 
G+C, 46, GtrC, +6 
deren Bildung einfach zu übersehen ist. (Würde es sich um y,. handeln, 
so hiesse die erste Zeile 
Gtro, GtC, :--:- 4 Gata-ı Ara Or Fir, 


und die folgenden würden hieraus durch gleichmässige Erhöhung der In- 
diees gebildet.) (15.) wird jetzt in 2* Determinanten zerlegt 


| C,, C, Cz C, | C, C C; C; 
Bi aa Ba Me 
(16.) ' 
0 u u 5 &% 
C;z C C; C- C; C; C, Cz 


indem man die in (15.) unter einander stehenden Glieder jeder Spalte bei 
den Zerlegungen wieder in einer Spalte lässt. Dann sieht man, dass wenn 
man dem c, das Gewicht « ertheilt, die Glieder der einzelnen Determinanten 
gleiches Gewicht haben, jede einzelne Determinante also isobarisch ist. 
Ist das Gewicht einer Determinante in (16.) gleich k, so ist das Gewicht 
des Productes der Glieder der ersten Zeile = k—6. Daraus sieht man, dass 
in (16.) von nicht verschwindenden nur die drei Determinanten auf der 
linken Seite von (14.) das Gewicht 16 besitzen können. 


Jetzt stellen wir (15.) in folgender Weise um: 
G+6, Gt, G+6C, +6 

Se c +0, G+6CG, G+c6C, 6G+6% 

» 

(15°.) 
G+0C, +6, +6, G+6% 


+6, G+C6C, G+6, 6+t6; 


indem die Reihenfolge der Summanden in den einzelnen Gliedern der dritten 
und vierten Zeile geändert wird. (Würde es sich um y, handeln, so 
müsste in der öten und in allen folgenden Zeilen der entsprechenden Deter- 
minante diese Aenderung vorgenommen werden.) Auch (15°) wird jetzt 
in 2* Determinanten zerlegt, indem man die in (15*.) unter einander stehen- 
den Glieder jeder Spalte wieder zusammenlässt. Dann liefert nur die Com- 
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bination der ersten und die der zweiten Summanden jeder Spalte nämlich 
Gh 6% G 6 6 6 16 
6 6 6; GG GG 6 GG 
(17.) 
GG GG & 6 GC G & GC 
| C; C; C- Cy C 3 Cy C; C- 


je eine isobarische Determinante vom Gewichte 16. In keiner der übrigen 
Determinanten kommt ein Glied desselben Gewichtes vor. Denn ersetzt 
man in (17.) eine oder mehrere Spalten der einen durch die entsprechenden 
der anderen Determinante, dann erkennt man nach dem, auf die Spalten 
angewendeten Laplaceschen Satze sofort die Aenderung des Gewichtes. Be- 
merkt man dann endlich noch, dass in (17.) die zweite Determinante 
identisch verschwindet, und setzt man die erste der Summe der aus (15.) 
abgeleiteten vom Gewichte 16 gleich, dann ist der ausgesprochene Satz 
bewiesen. — 

Aus der Definition 

(z, u) = a,b ,—a,b, 
ergiebt sich die Gleichung 
(#, u), O)+&, vr), u)ti, eo), v) =. 
Die entsprechende Gleichung für unsere neuen Symbole 
(18.) [z, ul[v, e])+Ilz, vI[e, u]+[z, el[u, v] = 0 

hat ebenfalls Gültigkeit, wie jetzt gezeigt werden soll. 

Wir bilden folgendermassen eine Determinante von der Ordnung 23, 
In der Matrix (12.) tilgen wir die Spalte, die mit c, beginnt, also die 
(z+1)-te, und schieben rechts an die Rest-Matrix M, ein System von (A—1' 
Spalten mit lauter Nullen an. Dies sei die Matrix M,. Unter M, setzen 
wir die Matrix M;=M,; unter M, schreiben wir zuerst die Spalte, die mit 
c, beginnt, und dann der Reihe nach die von M, mit Ausnahme der mit 
Our 5 PB, beginnenden drei Spalten. Dadurch ist dann eine Determinante 

M, M; 
Mm, M, 


gebildet, deren Werth offenbar gleich Null ist. Wenn man nun die letzten 
(A—2) Spalten aus M, von den ihnen gleichen aus M, abzieht, so wandelt 
sich M; in eine Matrix um, bei welcher nur die drei mit e,, e,, c, be- 
ginnenden Spalten von Null verschieden sind, während M,, M,, M, in der 
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Determinante ungeändert bleiben. Entwickelt man jetzt die umgewandelte 
Determinante nach dem Laplaceschen Satze, indem man die oberen 4 Zeilen 
und die unteren 4 Zeilen zur Bildung der Partialdeterminanten benutzt, dann 
entsteht direet (18.). — 

Aus der Bedeutung, welche die Gleichungen (6.) und (7.) für die 
beiden Funetionen (1.) haben, kann man bekanntlich den Schluss ziehen, 
dass, wenn C;,, und ©, gleichzeitig verschwinden, dann sämmtliche Deter- 
minanten der Ordnung 4, welche sich aus 





Cı C C, . . . C_ı C, 

C C» C ee C C 
(19.) 1 2 3 2 i+1 

Fi a 3 a an 


bilden lassen, gleichfalls zu Null werden. Wir wollen diejenige Deter- 
minante, welche aus (19.) durch Weglassung der mit c, beginnenden Spalte 
entsteht, durch [«] bezeichnen. Dann geht der erwähnte Satz dahin, dass 
mit &,,=0 und [4]=0 auch 
ß—-1]=0, fR-2]=0, ..., [0]=0 
sein müssen. Ich habe im 104. Bande dieses Journals den entsprechenden 
Satz für die gewöhnliche Form der Resultante durch Determinanten- 
Betrachtungen allein bewiesen, ohne Hinzuziehung von Resultanten-Eigen- 
schaften. Die dort angewendete Methode führt auch hier und zwar in noch 
einfacherer Art zum Ziele. 
Wir bilden wieder eine Determinante aus vier Matrizen 

Mm Mm, 

mM, M, 
M, besteht aus den (4+1) ersten Spalten von (12.) und M,; aus den (+1) 
letzten Spalten. M, soll in A Zeilen je (A—1) Nullen enthalten. M,;, ent- 
steht aus M, durch Weglassung der beiden Spalten, die mit e, und c,,, be- 


ginnen. Subtrahirt man nun die zweite von der (4+1)-ten, die dritte von 
der (A+2)-ten, ..., die Ate von der (24—1)-ten Zeile in 


il; a DH ih 0 BIS | 
M M 


C ur C)+1 C,, . 0:8 C.—ı C.+2 a a C; | | M, M, | 
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so erkennt man sofort, dass die Determinante abgesehen vom Vorzeichen 
in früherer Bezeichnung den Werth 


(20.) 4-[®, @+1] 
besitz. Wenn man andererseits die Spalten von M,, M, von denen in M,, 


M, subtrahirt, in welchen die Elemente von M, und M, übereinstimmen, 
dann bleibt für Oo <«<-n die Form zurück 


C) au ER C„ C„ +1 Er C () . iz () () ° . U 
ee en U ee 


Entwickelt man hier nun wieder nach dem Zaplaceschen Satze hinsichtlich 
der ersten 4 und der letzten A Zeilen, so treten nur drei Produete aus 
Partialdeterminanten auf, nämlich 

[e).[e), [@-1).[e+1} 


-+-] . 2. 2. +] 


1-1 C.43—2 C.+3 re Cy; 


Vergleicht man dies mit (20.), so folgt, dass mit C,,,, [4] und [@—1] 

gleichzeitig auch [@] verschwindet. Es ist also nur noch nöthig, das Ver- 

schwinden von [0] als Folge desjenigen von C;,, und [A| zu beweisen. Dies 

ergiebt sich aber auf dem gleichen Wege aus der Determinante 
a N 0 


» 


C C; D . . C 1 C5 C; D . . Ü 


bei welcher gegen die soeben betrachtete in der Laplaceschen Entwickelung 
eben nur noch ein weiteres Glied wegfällt, so dass 
C; C; a Me 


C;,..[0, 1) = +[0].[0]+[2] | 


C; 


Car 149 C; 
entsteht. Hierdurch ist der Satz begründet. — 

Der Beweis dafür, dass (10°) eine recurrirende Determinante ist, 
wird von Jacobi mit Beziehung auf die Bedeutung der Determinante für 
die beiden Functionen (1.) geliefert, und, soviel mir bekannt ist, wurde 
bisher noch kein Beweis veröffentlicht, welcher nur die Theorie der Deter- 
minanten selbst bei dem Beweise benutzt. Es soll dies hier geschehen. 


Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 1. 6 
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Ich will also beweisen, dass 





Ö,, = Ö,. (i+k = I+m) 
ist, oder, was dasselbe aussagt, dass man die Gleichung 
OBirı — OB, re (i+k = I+m) 
Odix Odım 


hat. Wir wollen dabei statt (1.) hier 
If(a) = aa" ta" +a,a0" +. +ta,, 
| g(«) = b,u2"+b,2""+b,2" "+. +b,, 
(a,b,—a,b,) = (2, u), 
(9.) d, = (0, i+k—-D)+(l, ö+k—2)+--+(—1, h), 
Te 


\o 


In 
B — . . . 
| d,. d,: a SE d,n 
zu Grunde legen. Nun nehmen wir die Matrix 


a 0 


ar Per a Br: i (na—1 Zeilen) 


EG SR 


ME er EP 935,270 
Ü b, b, I b b ; . 4 , (n—1 Zeilen) 








(2r—1 Spalten) 


und beweisen, dass die aus ihr durch Weglassung der (g—1)-ten Spalte 


gebildete Determinante T, 


. Ge (+4.=g) 
ist. Offenbar stimmt dies mit dem zu beweisenden Satze überein. 

Die Umwandlung der Determinante mit den a, b in die mit den d 
geschieht folgendermassen: Zu der mit d, multiplieirten ersten Zeile addiren 
wir die mit 5, multiplieirte zweite, ... die mit b,_, multiplieirte (x<—1)-te 
Zeile; ferner subtrahiren wir die mit «a, multiplieirte »te, die mit a, multi- 
plieirte (a-+1)-te, ... die mit a,_, multiplieirte (a+2—2)-te von der ersten 
Zeile. Dadurch gehen die (<—1) ersten Glieder der ersten Zeile und ebenso 
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die (a—x) letzten in Null über, die übrigen stimmen mit den Elementen 


nn 


oB . . n ' 
der (z<—1)-ten Zeile von g, berein. Ebenso addiren wir zu der mit b, 
EZ 


multiplieirten zweiten die mit 5, multiplieirte dritte, ... die mit b,_, multiplieirte 
(z—1)-te Zeile; ferner subtrahiren wir die mit a, multiplieirte (»-+1)-te, ... 
die mit a, , multiplieirte (a+z2—2)-te. Dadurch gehen wieder die (z—1) 
ersten Glieder und ebenso die (»—x) letzten der zweiten Zeile in Null 
über, und die zurückbleibenden stimmen mit den Elementen der (2—2)-ten 


Zeile von E. überein. So geht man weiter und wandelt auf diese Weise 
die ersten (<—1) Zeilen unserer Determinante in diejenigen von = über; 
nur die Reihenfolge ist dabei die umgekehrte. 

Aehnlich verfährt man mit den (»—x) letzten Zeilen, welche aus 
den Elementen a gebildet sind. Zu der mit 5b, multiplieirten (»—1)-ten 
Zeile wird die mit d,_, multiplieirte (a—2)-te, ... die mit d,,, multiplieirte 
(n—x)-te Zeile addirt; ebenso subtrahiren wir die mit a, multiplieirte 
(2n—2)-te Zeile, ... und endlich die mit a,,, multiplieirte (»+z2—1)-te 
Zeile von der (n—1)-ten Zeile. Dadurch gehen die (<—1) ersten und die 
(n—x) letzten Glieder der (a—1)-ten Zeile in Null über, und die zurück- 


rn 


: i a ic GB __ i R 
bleibenden stimmen mit denen der zten Zeile von Id, überein. Ebenso 
04,7, 


transformirt man nun die (a—2)-te Zeile, indem man stets bis auf die (n—z)-te 


zurückgeht und erhält dadurch die letzten (a—x) Zeilen von I nur in 
umgekehrter Reihenfolge. i 

Abgesehen von dem Vorzeichen, welches sich entweder direet oder 
aus dem Schlussresultate durch die Vergleichung zweier Glieder leicht fest- 
stellen lässt, hat man daher die symbolische Gleichung 


0.00 = 00 

od,; 
Br a en WM U 
ee nme Mi... O 0 
 .. b, 0 
ee rn 


Hier ist es nun klar, dass die Factoren 55", b}”* sieh auf beiden Seiten 


6* 
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wegheben. Dadurch kommt man dann zu der behaupteten Uebereinstimmung, 
durch welche der Jacobische Satz ausgedrückt wird. — 
März, 1895. 


Für die Functionen 


ya se RE a ee i 
LERNTEN ANREISE 


NE 


Pa: 


besteht eine Kecursionsformel, welche von Jacobi herrührt (vgl. Werke III, 5 
315), und die von Herrn Frobenius (Berl. Ber. 1894; 414) nur durch An- 
wendung von Determinanten-Identitäten bewiesen worden ist. Wir wollen 
von dieser Formel einen neuen, einfachen Beweis geben, der mit den 
elementarsten Sätzen der Determinantentheorie auskommt und fast unmittel- 
bar zum Ziele führt. 

Setzen wir 


so lautet die Formel 


C, Pr y (C, C,, Bi C, +1 C, ge C, C,H 3) P, u: C,; 1 P .- Ö. 
Die zu befolgende Beweismethode wollen wir an dem Falle v=2 aus- 
einandersetzen, da sie im allgemeinen Falle gar keiner Aenderungen bedarf. 


Man hat unmittelbar, wenn in der folgenden Determinante die Punkte Nullen 


v—]1 


bedeuten 
Bi a G+tce3 1 
Bi. i G+023 2 
% & 6 C; $ 
u Gr > C, | TE 
- (6,6 -[0)+40,3)0,) #4 9,03, 


4 & l 
u 2 
u ER N 2° 


wenn man den Laplaceschen Zerlegungssatz in der durch die Horizontal- 
striche angedeuteten Art benutzt. Die linke Seite formen wir nun um. 
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Die mit z multiplieirte sechste, siebente, achte Zeile wird bezw. zu der 
dritten, vierten, fünften Zeile addirt und dann die zweite, dritte, vierte mit 
3 multiplieirte Spalte von der resp. siebenten, fünften, sechsten subtrahirt. 
So entsteht in der obigen Determinante nur eine Aenderung in der vorletzten 
Spalte, in welcher die Glieder e,z und c,z wegfallen, und in der letzten 
Spalte, welche durch 
De a, ie, 5 8 

ersetzt worden ist. Jetzt addiren wir die erste und vierte zur fünften, die 
zweite zur sechsten Spalte und subtrahiren die sechste Zeile von der ersten, 
die siebente von der zweiten und dritten, die achte von der vierten. Da- 
durch ergiebt sich, was zu beweisen war, 


& 6 
ei © 
u 


ru ie 
Die Bildung der Determinante im allgemeinen Falle erfolgt genau nach 
derselben Methode, wie ich sie in dem Aufsatze „Erweiterung des Laplace- 
schen Determinanten-Zerlegungssatzes“ in diesem Journal Bd. 114 aus- 
einandergesetzt habe. 
Mai, 1895. 


Hierher gehört, sowohl seiner Natur, wie unserer Behandlung nach 
noch ein anderes T'heorem bezüglich der Methode des grössten gemein- 
samen Theilers. 

Wir setzen 

f = 92" +a,2”""+-- +a,„_,c+qa,, 

fı = br" +b,2" "+ +b,_,c+b,, 
multipliciren, um bei der Ausführung der Division gebrochene Üoeffieienten 
zu vermeiden f mit 55""" und bilden 


a Be RR 
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wobei (vgl. oben 8. 33) man erhält: 





Ye 3 bb b 
0 ) TER EN m—Nn—: 
0, ie . a\c" "+ | =" n 'ıbn n—?2 () b, b, | ze n ’+... 
4, 4, | 
A, da, d; 
b, b, bu_n 
| 0 m—n—1 
+ |- ‚ (b,=V für u>n); 


MI 


I A d, . . . d 


mn 
b, b, B., ii, | 
0 En Dun —1 EEE 
| | i 
f: = = E> ; 12° vor RE a 12 ca" "+ ehe „1° 
a | 
a ee b, ' 
| A, a, ul On Ann ta 


Hier kann der Grad von f ein geringerer und zwar =p werden, falls die 
Determinanten für &, €, »++, &.-2 verschwinden. Die charakteristischen 
Bedingungen für diese Gradreduction sind hierdurch gegeben. Eine noth- 
wendige Bedingung erhält man dadurch, dass 


ozEtabr, =ertabi "bb, ... (mod.b,) 
ist; es müssen a,b} "+", a,b" "b,, ... durch 5, theilbar sein. Wir setzen 
fi = de’ +dar"+dar +. +d; (d,= %_,-140) 
Nun bilden wir ebenso wie oben weiter 
fh = Rt; 


‚d, d, ee, d._, n—p+a 
0 d, . 7ER 


d, —p+a—1ı 


p en 7 - 
fh, = z En Ten DS 12? : (d, = (0 für u >p). 
a 2 d, | 
b, b, A) b„_, ER | 


Ich behaupte nun, dass jeder Coefficient von fs durch by" =""?)*! theilbar 
ist, so dass der Factor by "+, der bei f in die Rechnung eingeführt wurde, 
hier wieder beseitigt werden kann. Wir betrachten 
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zo: .. d, 
De: Be ae 

ee. 5 
u Seren ° RR 
Br b, 


und haben statt der d die gleichwerthigen Determinanten (m—n+2)-ter Ord- 
nung einzusetzen. Dies geschieht folgendermassen. Wir bezeichnen die 
Matrix von (m—n+2) Zeilen und einer Spalte 





b, 
b;_; 
=D, (b„=0 für u>n und u <O) 
Dann ri 
a, 


und die Matrix von (m—n+2) Zeilen und (m—»-+1) Colonnen 


D.D...D._=4M ve =M.. ... oder =M 


n—p+1* 


Dann giebt die leicht verständliche symbolische Schreibweise 


er ee nn = Be 
a Be 0 Pe ar Me Men 
u ae 0 0 ee Mann Mi 
ee ee TER 0 us Di Wr 
ee b, b, ee b, 


eine Determinante der Ordnung (m—n-+2)(a—p+1)-+1, deren Werth offen- 
bar e, ist. Der Werth der Determinante wird nicht geändert, wenn an 
Stelle einer noch freien Spalte einer Zeile eine der ersten D, gesetzt wird: 
denn dies muss mit dem M zu einer Determinante 


MD, (=U1,..m—p—]l) 


zusammentreten, welche für 4=0, 1,... m—n verschwindet, weil sie 
Spalten gleicher Elemente enthält; für = m—n+1, ..., m—p—1, weil sie 
dann die Werthe ©, ©, -.., &,_,_, ergiebt, die der Voraussetzung nach 
verschwinden. So können wir also die Determinante in die folgende Form 
bringen: 








Netto, zur Theorie der Resultanten. 


M, ® D, —n+]1 er ER +2 a Da EL EEE | D, +n—2p D, -p+% 

v M, a Dr 6 PR D, —p—1 A du D.n-2»-1 D,._, +°—1 
0 0 M; alter. „RER: B.. 2 we Dia ER 
ze 0 a 9 b, 


wobei die Bezeichnung 


.D 
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andeuten soll, dass die Matrix D, über die letzte Spalte der darunter 
stehenden Matrix M zu setzen ist. Jetzt schieben wir die ersten (m—n) 
Spalten von M,, M;, ... M,_,,1, also im Ganzen (m—n)(n—p) Spalten 
rechts ans Ende der Determinante und addiren sie zu den zurückbleibenden 
Spalten derart, dass in jeder Zeile die Reihe der Indices in der natürlichen 
Folge 0, 1, 2,... auftritt. Ist dies geschehen, dann stimmen die zweite, 
dritte, ... (m—n)-te Zeile, die zu M, gehören, mit der "ersten, zweiten, ... 
(m—n—1)-ten aus M, entnommenen Zeile überein; ebenso die zweite, 
dritte, ... von M, mit der ersten, zweiten, ... von M; u. s. f.; jedesmal 
findet diese Uebereinstimmung bis auf Glieder der letzten (m—n)(n—p) 
Spalten statt. Wir subtrahiren nun die angegebenen oberen von den ihnen 
gleichen unteren Zeilen und auch die letzte Zeile der Determinante von der 
drittletzten. Dann entstehen in den ersten 


Km—n+2)Rr—p+D+1]-Im—n)n—p)+1] = m+n—2p-+2 
Spalten gerade 
(m—n)(n—p)+1 


Zeilen, die lediglich Nullen enthalten; und somit zerfällt e, in das Product 
einer Determinante der Ordnung (m-+n—2p-+2) und einer solchen der Ordnung 
(m—n)(n—p)+1l. Die Gestalt der ersten ergiebt sich aus unseren Schlüssen 
als die folgende: 
| 
b, b, . u ERROR, b 


m—p+x 


0 5b b h (m—p-+1 Zeilen) 
y 0 un m+n—2p 


m—p +.—1 


dA, d, . . . On-Hn—2p-+1 d 
0 4 


m—p+7 


(na—p+1 Zeilen). 


A n+n—2p Gu-p+x—1 | 
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Die zweite Determinante enthält nur Zeilen, die durch Nullen und Elemente 
b gebildet werden 

a Te 6 

a a rd 
und man erkennt ohne Schwierigkeit, dass ihr Werth gleich Ju "+! 
wird. Damit ist der aufgestellte Satz bewiesen, dessen Richtigkeit so viel 
ich weiss, bisher nur in dem Falle m—n=1, n—p=1 gezeigt worden 
ist (Nouv. Ann. de Mathematiques; (2) VI; 1867; p. 351). Daselbst ist der 
Schluss auf die Gleichung 

OHG = AHA DIR 

gegründet. Wir können hier umgekehrt den Schluss ziehen, dass 


O,0:+d,?*' 
durch 55"*" theilbar ist, falls f, nicht in allen seinen Coeffieienten den 
Factor 5b, enthält. 


Giessen, Juni 1895. 


Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 1. 















Ueber einige Arten singulärer Punkte 


von Raumeurven. 
(Von Herrn Alfred Meder in Dorpat.) 


Einleitung. 


Definition der zu untersuchenden Arten von Punkten. 


$1. 


v. Staudt hat in der „Geometrie der Lage“ eine geometrische De- 
finition der einfachsten Singularitäten ebener und räumlicher Curven ge- 
geben, von denen schon zwei von Monge in dem Werke „Application de 
Vanalyse & la geometrie“ analytisch kurz behandelt worden waren und zwar 
in $S XXVII: Sur les developpees, les rayons de courbure et les differents 
genres d’inflexions des courbes A double eourbure, Nr. XXX—XXXV. Ana- 
Iytische Kriterien für alle diese Singularitäten zu finden, ist das Ziel der 
vorliegenden Untersuchung. 

Wir formuliren die Staudtschen Definitionen in folgender Weise. 
Es sei die zu untersuchende Curve dadurch definirt, dass die Coordinaten 
ihrer Punkte als eindeutige Funetionen eines Parameters # gegeben sind, 
welche für ein bestimmtes Intervall T der Variabeln £ sammt ihren Ab- 
leitungen bis zu einer gewissen, später zu definirenden Ordnung hinauf end- 
lich und stetig sind. Für dieses Intervall ändern sich dann auch Tangente 
und Schmiegungsebene der Curve in stetiger Weise. 

Setzt man die eine der beiden Richtungen der Tangente in einem 
beliebigen Punkte der Curve als die positive fest, so sei die positive Rich- 
tung der Tangente im benachbarten Punkte diejenige, welche mit der posi- 
tiven Richtung der Tangente im ursprünglichen Punkte einen unendlich 
kleinen Winkel bildet. Dadurch ist, wenn man die positive Richtung der 
Tangente in irgend einem Punkte fixirt hat, auch die positive Richtung 
derselben in jedem beliebigen anderen Punkte der Curve, für welchen / 
dem Intervall T angehört, festgelegt. 
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In Fig. 1 seien die positiven Richtungen der Tlangenten durch die 
Pfeilspitzen angedeutet. Lässt man einen Punkt von A aus die Curve 
durchlaufen, so sieht man, dass er sich auf 
der zugehörigen Tangente in der einmal an- 
genommenen, in unserem Falle der positiven 
Richtung fortbewegt. Dieses geschieht, bis er 
nach B gelangt. In B ändert er seine Fort- 
gangsrichtung und bewegt sich nach der ne- 
gativen Seite der Tangente hin. Ein solcher 
Punkt B wird ein Rückkehrpunkt der Curve 
genannt. 

Wie es zur Bestimmung, ob ein Punkt der Curve ein gewöhnlicher 
oder ein Rückkehrpunkt ist, nöthig war, auf der Tangente eine gewisse 
Richtung zu fixiren, so muss man, um die Drehung der Tangente unter- 


Fie. 1. 





suchen zu können, die eine Seite der Schmiegungsebene als die positive 
festsetzen. Die positive Seite der Schmiegungsebene im benachbarten 
Punkte sei dann dadurch bestimmt, dass die nach den positiven Seiten der 
beiden Ebenen gezogenen Lothe mit einander einen unendlich kleinen 
Winkel bilden. Es ist dadurch für den ganzen, dem Intervalle T ent- 
sprechenden Verlauf der Curve die positive Seite der Schmiegungsebene 
bestimmt. 

Lässt man die Tangente längs der Curve ohne Gleiten hinrollen, so 
wird sie offenbar in der zugehörigen Schmiegungsebene, wenn man die- 
selbe immer von der positiven Seite aus betrachtet, sich in einem gewissen 
Sinne, mit oder entgegengesetzt dem Gange des Uhrzeigers, drehen und 
nur in einzelnen Punkten ihren Drehungssinn umkehren. Kehrt die Tan- 
gente in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn um, so wird sie in 
dieser Lage Rückkehrtangente genannt. 

Der Drehungssinn der Schmiegungsebene wird durch folgende Fest- 
setzungen bestimmt. Ist auf der Tangente eine Richtung als die positive 
fixirt, so muss die Schmiegungsebene, wenn man immer nach der positiven 
Richtung der Tangente sieht, sich im allgemeinen in dem anfangs an- 
genommenen Sinne drehen, mit oder entgegengesetzt dem Gange des Uhr- 
zeigers. Nur in einzelnen Punkten der Curve kann sie ihren Drehungssinn 
umkehren und wird dann Rückkehrebene oder stationäre Schmieqgungsebene 
genannt. 
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Da in jedem Punkte der Curve Punkt, Tangente und Schmiegungs- 3 
ebene gewöhnliche oder Rückkehrelemente sind, so können wir danach \ 
acht verschiedene Arten von Punkten unterscheiden, welche nach Wiener 
in dem folgenden Schema dargestellt werden: 








I |ır /m|ıv| v | vo)vio[vio 
PI+ +/+ji+!1-|-|-|- 
+ | een ha 
sSI+1- + 1-1 + 1-1 +1 





ERROR 

















Hierbei bezieht sich die erste Reihe (P) auf das Verhalten des 
Punktes, die zweite (f) auf das der Tangente, die dritte (S) auf das 
der Schmiegungsebene. Das Zeichen + bedeutet, dass das betreffende Ele- 


ment kein Rückkehrelement ist, das Zeichen —, dass es ein Rückkehr- 
element ist. 


I. 


Einleitende Sätze. 
8.2. 

Von drei Grössen U, V, W, die derartig mit einander verbunden 
sind, dass sie bei einer Coordinatentransformation von der Form: 
2 = we+ßy+ty3 
(1.) \Yı = mı+Py+Y:2, 

2 = ;ae+hy+Y32 

in die folgenden Werthe übergehen: 

U= aU+P, Y+7 Ww, 
(2.) V, = wU+ß, Y+7 Ww, 
ıW = ,ÜU+ß,; Y+7; W, 
sagt man, dass sie sich wie die Coordinaten ändern. 

Aendern sich drei Grössen U, V, W bei einer Coordinatentransfor- \ 
mation von der Form (1.) wie die Coordinaten und sind eine oder zwei F 
von ihnen von Null verschieden, so kann man immer ein neues Coordinaten- 
system mit demselben Anfangspunkte finden, in welchem alle drei von 


Null verschieden sind. Sind die drei Ausdrücke U, V, W dagegen alle 
gleich Null, so sind sie es auch in jedem anderen Systeme, welches mit 
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dem ursprünglichen denselben Anfangspunkt hat. Der Beweis ergiebt sich 
aus der Betrachtung der Gleichungen (2.); desgleichen ist leicht zu er- 
sehen, dass das neue System das allgemeinere ist. 

Drei Grössen, die sich wie die Coordinaten ändern und mit denen 
wir es später oft zu thun haben werden, sind z. B. die Ausdrücke: 


zZ ! 


A=yz-yz, B=z3t0-zr, C=ay"—ey, 
in denen die Accente die Abbleitungen nach dem unabhängigen Parameter 
t bedeuten. 
Zum Beweise hierfür braucht man nur die transformirte Form zu 

bilden. 
A, = Yı 31 —Yı &ı 

= (2 + Py'+y:3 )(o2" + By" +93) — (02 + Pay + Yo) +P3y'+Y32') 

= Py-Py)y3—y 3 Hp za)@r 38) + ß)Ey ey) 
(By — Pay.) A+ (ya; — Y0:)B+ (nd; — Po). 
Sind, wie wir annehmen wollen, die beiden Coordinatensysteme 
rechtwinklig und congruent, so bestehen die Relationen: 


l 


Pyp-Pyp=, Y-Yan=ß, Bhf = Yı- 

Die Ausdrücke A, B, C gehen also in die folgenden Werthe über: 
A = wA+Pß,B+y,C, 
(3.) B, = m; A+P,.B+Y:C, 
C = 3» A+ß,B+97;C. 

Die Grössen A, B, C ändern sich in der That wie die Coordinaten. 
Dasselbe ist der Fall mit den Ableitungen von A, B, C nach t, wie sich 
durch Differentiation der Gleichungen (3.) ergiebt. 





Es mögen die » ersten Ableitungen von x, y, z nach  verschwin- 
den, die (+1)-te mindestens einer der drei Coordinaten dagegen von Null 
verschieden sein. Da die Ableitungen von z, y, z sich bei einer Coordinaten- 
transformation wie die Coordinaten selbst ändern, so können wir nach dem 
eben Gesagten durch eine Drehung des Coordinatensystems bewirken, dass 
die (a-+1)-ten Ableitungen aller drei Coordinaten von Null verschieden 
sind, während die Ableitungen bis zur »ten Ordnung hinauf gleich Null 
bleiben, und es ist dieses letztere System das allgemeinere. 
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/ ge’ 4 ze" au 2) BuE: 0, 2e+1) > (0 
(4.) < y > y' = se: = y”) => 0, yrrı > (0 
{ zZ a z' = se FA = 0, zr+1) > (). 


Es verschwinden infolge dieser Bedingungen (4.) mehrere von den 
ersten Ableitungen von A, B, C, und es soll gefunden werden, bis zu 


welcher Ordnung hinauf dieses bei einer allgemeinen Lage des Coordinaten- 
systems der Fall ist. 


Die Ableitungen von A sind: 
A = yz—y'r, 
A = ys —y 3, 
A" = ya -ysty's —y"z", 
A” = ya’ —-y’3+2(y"'z’’—y'’z"), 
fr yar—ys+3ly"s’—yra)+2ly" st —yr3'"). 
örsichtlicher Weise können auch alle übrigen Ableitungen von A 


in der Gestalt einer Summe von Gliedern geschrieben werden, die die 
folgende Form haben: 


l 


yazm—_ yo, 
wobei A< u und A+u um 3 grösser ist, als die Ordnung der zugehörigen 


Ableitung von A. Eine beliebige, etwa die mte Ableitung von A wird also 
folgende Gestalt haben: 


2 
A) — 5 


vl 
wo #4; ein positiver numerischer Üoefficient ist und allgemein [«] die grösste 
irgend einen Werth a nieht übersteigende ganze Zahl bedeutet. 

Von den Gliedern unter dem Summenzeichen verschwinden wegen 
der Gleichungen (4.) alle, in denen v<r+1 ist. Soll A" von Null ver- 
schieden sein, so muss in mindestens einem Gliede v >n+1 und m+3—r Zn +2 
sein. Aus diesen beiden Ungleichungen findet man: 

m — 2n. 


Der kleinste Werth, den m annehmen kann, wenn A von Null 
verschieden ist, ist also m = 2n, es ist dann: 


A Ku Di (yerdzetd yet? set), 


Es verschwinden also infolge der Bedingungen (4.) die 22—1 ersten Ab- 


ku (y) 20" +3—-r) _ ym+3) 209), 


De 
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leitungen von A, während die 2»te von Null verschieden ist. Die Aus- 
drücke B=3'x—-z’c' und C= z'y'—x"y' und ihre Ableitungen erhält man 
aus A und den entsprechenden Ableitungen von A, indem man y, z durch 
z, x resp. x, y ersetzt. Infolge der Bedingungen (4.) verschwinden also 


auch von B und C die 2»—1 ersten Ableitungen. 


$ 4. 
Die Ausdrücke A, B, C und ihre Ableitungen können auch ver- 
schwinden, wenn zwischen den Ableitungen von x, y, 3 gewisse Beziehungen 


bestehen. 
Zunächst sei ©, y, = =. 


A en y2-—yz, RB z. 32 —z €, (Ü vn ey —a'y. 


Aus A=B=(C=0 folgt die Doppelproportion: 


"a BI EN rer 


Verschwinden noch die ersten Ableitungen von A, B, C, so erhält man: 


22 ı rs 


dia gi: , 


zusammen mit dem Vorhergehenden: 


2 zZ ms ms m 


gi =mziy:g ma ging 
Durch den Schluss von m—1 auf m lässt sich beweisen, dass aus 


dem Verschwinden von A, B, C und ihren ersten m Ableitungen die nach- 
stehenden Beziehungen zwischen den Differentialquotienten von x, y, 3 folgen: 


Zi „ 


BI SEM TI 3 u Er mat 


(m+?) „ „(m-+2) 


% 


Es sei gefunden, dass, wenn A, B, C und ihre m—1 ersten Ableitungen 
verschwinden, die folgenden Gleichungen bestehen: 


(5.) ET EI ET 62 BEE nee T ni et each 
wie es für m—1=0 und m—1=1 gezeigt worden ist. 
Der Ausdruck für A”’ redueirt sich wegen der Gleichungen (5.) 
auf ein einziges Glied: 
ES 


Mmf „,(v) m+3—rv) (m+3—-r) „(v) 
3 Er ne") 


v2] 


I 


A" 


' m-+?2 m-+? ! 
= giant) _ylntd gt. 


Aus A = 0 folgt: 
(6.) 


y z(m +2) —_y" 4 2)’ eo. 0, 
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Ebenso findet man aus B” = (0): 
(7, u? ae A 
Aus den Gleichungen (6.) und (7.) ergiebt sich: 
BE EEE si a re 


Man erhält in der That aus dem Verschwinden von A, B, C und 
ihren m ersten Ableitungen die folgenden Relationen: 


2 n 


ae’ y' z' FR ze" y RE 2"+?) . y““ +2) . zmt?), 


Anders verhält es sich mit diesen Beziehungen, wenn schon einige der 
ersten Ableitungen von x, y, 3 verschwinden. 
Es sei jetzt: 


/ 


V 


T—=zr ==) =(, ot) 2 


\ 


_. 


I ET 000 (n+1) 
y-y==-"=(, y 


;— =; 2.0 0 6 


N\ 
\ 


VNN 
=» © 


Hieraus folgt nach $ 3: 


an ve cn 2n—1) _ 
A=A =... = 4 = Ö, 
B=B =... = BP =0, 
CC a: MEN 
Die 2»ten Ableitungen von A, B, C redueiren sich alle auf ein Glied. 
2 a )m(2n+3—r In+3 
A» = = ky(y?)2%*t —. —y n+ =) 3’), 
A» di yet D z+N), 
BB» — Kr (at td _ zer gtn), 
cv a Kr (aD _ +2 ytD), 


Aus A» = B» = CC») = 0 erhält man: 


rt) . yirı) . „(rt zu „+2 . yr+? . z"+?), 


Durch den Schluss von m—1 auf m lässt sich zeigen, dass, wenn 
die » ersten Ableitungen von x, y, 3 und die Grössen A, B, C nebst ihren 
m ersten Ableitungen verschwinden, wobei nach $3 m — 2r—1 sein muss, 
die folgenden Proportionen bestehen: 


fd (r+1).„(rt+D).„(+) _ „»0+2).„lrt2) 2002) _.,.. un (m—n+?)., „(m—n+?2). „(m-n+2) 
(8.) Mh :Y 23 =T :Y 2 En c :Y 3 . 


Wir nehmen an, dass beim Verschwinden der » ersten Ableitungen 
von z, y, 3 und der m—1 ersten Ableitungen von A, B, C die folgenden 
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Gleiehungen richtig sind: 
(9.) ET ZEN = 2ert9, yet, +) azBE gg HN. H).z J 


Der Ausdruck für A” war: 


A") zu > Jh" y“ Zt +-3—) '—y n+3—r) Ar gi 


Die Summanden, in denen v <n-+1 ist, fallen weg, da die » ersten 
Ableitungen von ©, y, z gleich Null sind. Die Summanden, in denen 
v>n+1 ist, fallen weg wegen der Gleichungen (9.). Es bleibt also 
nur übrig: 


A) zn k" (y“ 4 LE urtiähe ' Iy" n + ) 20 +1) fi 


n—+]1 \ . 


Ersetzt man y, z durch z, z resp. », y, so erhält man B”) resp. € 
Aus Aw = Br = C" =0 ergiebt sich: 


y“ u ie —y' x ) () 
z" Dp JR 'r! ) () 
r‘ +] 'y ’ _ zV u] y 1) r () 


Diese drei Gleichungen kann man aber folgendermassen schreiben: 


(n+1). (n+1). „(r+1) a m—-n+:!:) , im ni), „im +2) 
7 4 «ı © zus 4 :Y . m 


Zusammen mit den Gleichungen (9.) giebt diese Relation die Behauptung (8.), 
da die Gleichungen (9.) richtig sind für m—-1l=2n 

Da wir auf die in diesem Paragraphen gefundenen Resultate öfters 
werden verweisen müssen, so wollen wir dieselben in einem besonderen 
Satze formuliren. 


Satz 1. Sind zu gleicher Zeit nachstehende Gleichungssysteme erfüllt : 


x - rt — = 2”) = 0, „+ = Ei? A — A 11 A' „ze V, Pd VD, 
y=y -.-=-yM=(0, y"=0, ud B=B=...=B"=-0, BPd>0, 
3 =3 = = 5) =( IN, Ü=(Ü' =..:- (0-0 cr IN, 


wobei m —2n—1 ist, so bestehen zwischen den Ableitungen der Coordinaten 


die folgenden Relationen: 
ee N ze EI et) au 5 de 2 - A +2). z +2) 
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$5. 
Ein Ausdruck, der in unseren späteren Betrachtungen eine grosse 


Rolle spielt, ist die folgende Determinante: 


a 


re Yen Ey = WW 5 
d‘=a. y |, I"=|e" yore g"oze], 
re’ ui „IV ir y'r air 2’ y a’ 
2) y'#) z(“) | 
d® = Ehr, x y” 3 1, 


x p+6—u—rv) re 2(P+6-u—r) | 


wobei zu summiren ist über alle ganzzahligen Werthsysteme «, v, für 


welche O<u<r<p+6—u—r und wo der numerische Coefficient 
k.—>O ist. 


"U,V 


Es mögen die folgenden Systeme erfüllt sein: 





2 ==. = (N ISSN, 
(10.) EEE TTS 
;—— gs enger, DR, 
A=A4'=..=4m=0, ARN>O, 
(11.) B=B=..=Bm=-0, Br>0, 
C=0'=..=-0m-0, cem>g, 


Es soll bestimmt werden, bis zu welcher Ordnung hinauf die Ableitungen 
von f in Folge dieser Bedingungen verschwinden. 
Die Bedingung (11.) können wir nach Satz I folgendermassen for- 
muliren: 
(12.) zit). yatd .zotl) _...— gmntd. yrı+? . z(m-n+2), 


In dem Ausdrucke für /'” verschwinden wegen des Systems (10.) alle die- 
jenigen Einzeldeterminanten, in denen « kleiner als »+1 ist, und ausserdem 
wegen der Relation (12.) diejenigen, in welchen v kleiner ist als m—n+3, 
da dann in diesen die Subdeterminanten aus dem Systeme der beiden 





hans, 
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ersten Horizontalreihen gleich Null sind. Es ist also /(” nur dann von 
Null verschieden, wenn die folgenden Ungleichungen erfüllt sind: 
u n-+l, 
v zZ m—n+3. 
p+6b-u-r >r+l. 
Hieraus erhält man für p: 
p Z 2m—n+2. 
Ist p=2m—n+2, so besitzt es seinen kleinsten möglichen Werth, für 
welchen 7‘? von Null verschieden sein kann, d. h. die erste Ableitung von 
4, welche infolge der Bedingungen (10.) und (11.) nieht verschwindet, ist 
von der Ordnung 2m —n+2, sie hat den Audruck: 


(n+1) (n+1) (n+1) 
X Y 3 
(!nm—n+?2) __ !m—n+?2 m(lm—n+3) (m—n+3) „(m—n+3) 
4 : n +1,m—n +3 7 Yy = 
ı—n+4 (m—n+4 (m—n+4 
a" ) y n ) F2 ) 


Dieses Resultat können wir mit dem in $ 3 gefundenen in den fol- 
genden Satz zusammenfassen. 


Satz II. Ist bei einer allgemeinen Lage des Coordinatensystems: 


q' an. ge" de see 2) a. ), gu+l) > ), 


| 


so bestehen die Gleichungen: 
Am dar NO, 
BaB =... = BU) =0, 
C ah C' 2. ce -1) m (), 
Ist ausserdem das nachstehende System erfüllt: 
AN a er = 41-0 AI SO), 
BW) ei B@r+D rd BB) "ER 0, B"* 1) > 0. 
cc") Zu C@r+) A cc") une 0. Ce+) > 0. 


l 


so ist 
A Sn A a dem +) in 0, 


während 4" "+? gon Null verschieden sein kann. 
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$ 6. 
Es seien # und v irgend zwei Functionen des Argumentes £. Dann 
hat die »te Ableitung des Producetes wv die folgende Gestalt: 


} n(n—]1) > m r 
Be 5 n A), _2), ee 
(ww) = u"o+nu""v+ ur un” 
13) ' 
= 5 (5) ur, 
o=0 ‘O 





Verschwinden für irgend einen Werth des Argumentes £ die Funetionen 

au und oe, sowie die ersten 4—1 Ableitungen von « und die ersten u—1 Ab- 

leitungen von ®, so ist die erste nicht verschwindende Ableitung des Pro- 

ductes vv von der Ordnung A-+u, denn es redueirt sich der Ausdruck (13.) 

für a=4t+u auf: 

(AT) 
Pi 


sure (A) „(1) 
(u®) = Jr, 


während die Ableitungen niedrigerer Ordnung des Productes wo sämmtlich 
verschwinden. 

Durch den Schluss von m—1 auf m lässt sich allgemein beweisen, 
dass, wenn für einen Werth des Parameters £ die folgenden Relationen 
bestehen: 


- = = hr) (4) > 

wu m =0,.4rDd, 

14.) en er eV ZN, 
N (A, 1) (A) aa 

Un Big U. Be 200 SCREEN U, ze Ö, U, —Z 0, 





die erste nicht verschwindende Ableitung des Productes a,%,...u, von der 


Ordnung A,-+4,+ +4, ist. 


m 


Die »te Ableitung des Produetes #,%,...v, kann man folgendermassen 
schreiben: 
[ (82...) = (Ulla Uni) Um RlU la Um) Um 
Br + (u, Urını Un.) u, 
Wir nehmen an, wie es für m—1=2 richtig ist, dass eine beliebige, etwa 
die ote Ableitung eines jProduetes von m—1 Factoren die folgende Ge- 
stalt hat: 


f ’ / N) 7 y (v —_ ) 
(16.) (4,8... a tere 


n—1 m -1,0 m—| ’ 


(15.) 


wo K,,_,, ein positiver aus Binomialcoefficienten zusammengesetzter Factor 


ala a BB Aa ter Sa nun Ka de Be Bid Eh ER REES N ae a ar Da a 5 BE ERE 
DER EEE 


EN HERNE 
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ist und wobei zu summiren ist über alle ganzzahligen Werthsysteme », für 
welche v, ++ --+v,_,=o ist. 
Setzt man in dem Ausdrucke (15.) für die Ableitungen des Produetes 


4, %...%,_, die Werthe aus der Gleichung (16.) ein, so erhält man: 
en aa, we DER hang 
+nu,ZK’_ „uralte. 
(1%.) tu ur... 
6, = P> K’_ ur dur>,..u, gi 





Hierbei ist die Summe zu bilden über alle ganzzahligen Werth- 
systeme », für welche v,+v,-+-.-+”v, =n ist, und der Coeffieient K’, ist 
stets positiv. Die Gleichung (17.) gilt für jedes beliebige m, da sie nach 
(16.) richtig ist für m—1=2. 

Besteht das System (14.), so fallen in dem Ausdrucke (17.) alle 
Glieder weg, in denen v, <A, ist, wenn man « der Reihe nach gleich 


l, 2, ...., m setzt. Soll die zte Ableitung des Productes «,x,...«, von Null 
verschieden sein, so müssen die folgenden Relationen bestehen: 


(18.) Vn — hy. (au, 2, 2...,M) 
Summirt man alle Ungleichungen (18.), so erhält man, da 
yv, 9. rn 
ist: 
n — ht hote +4 


Die erste nicht verschwindende Ableitung des Productes »,%,...u, ist, 
wenn die Gleichungen (14.) bestehen, von der Ordnung 4, +4,+---+4,, sie 
redueirt sich auf ein einziges Glied: 


(Ati, +4,,) 7 (),) (>) (A...) 
(%, %2...%,,) = H; u A 


m ./ 


Für den Fall, dass einige der Factoren «, unter einander gleich 
sind, ergiebt sich der folgende Satz: 

Satz Ill. Bestehen für irgend einen Werth des unabhängigen Para- 
meters t die folgenden Relationen: 


' (A, fi i . 
u, u, = =u, =VUV, u 0 (u=1,2,..., m) 


it u [7] ’ 


so ist die erste nicht verschwindende Ableitung des Productes 


v 9 Ym 
uU ...% 


m 
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von der Ordnung 


kı v, + AyV3 + ei + hmV 


mi” 


Der folgende Satz bedarf keines weiteren Beweises. 


Satz IV. Nimmt ein Ausdruck für irgend einen Werth der unab- 
hängigen Veränderlichen die Form 2% an, so ist der wahre Werth desselben 
Null, endlich oder unendlich gross, je nachdem die Ordnung der ersten nicht 
verschwirdenden Ableitung des Zählers grösser, gleich oder kleiner ist, als die 
der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Nenners. 


1. 


Singularitäten ebener Curven und Rückkehrpunkte bei Raumcurven. 


e 


un 


Ehe wir an die analytische Darstellung der in der Einleitung defi- 
nirten acht Arten singulärer Punkte bei den Raumeurven gehen, wollen 
wir die Kriterien für die entsprechenden Fälle bei den ebenen Curven her- 
leiten. Bei den ebenen Curven findet nur einer der folgenden vier Fälle statt: 





1j+'+| regulärer Punkt. 


IV 
| 


- —| Wendepunkt. 


| 
4 


Rückkehrpunkt erster Art oder Spitze. 











41—- — Rückkehrpunkt zweiter Art oder Schnabelpunkt. 


In einem Rückkehrpunkt müssen, wie aus Fig. 2 und Fig. 3 ersicht- 
lich ist, bei einer allgemeinen Lage des Coordinatensystems, die Coordinaten 


Fig. 2. Fig. 3. 


=) 














Ei - 
Be 
7 
ne: 
Be 
B 
BR 
BR, 
AB 
i 
u 
23 
E52 
ne, 
> 
E: 
Br 
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den Sinn ihres Ab- oder Zunehmens wechseln. Für einen Rückkehrpunkt 
müssen also in einem allgemeinen Coordinatensystem die folgenden Bedin- 
gungen, die zugleich nothwendig und hinreichend sind, erfüllt sein: 
2er... = aM -( ISO. 
y — y' em yo) —(), yo >d. 
wo «a irgend eine positive ganze Zahl ist. 

Zur Bestimmung des Drehungssinnes der Tangente betrachten wir 
den Durchschnittspunkt ec, (Fig. 4) derselben mit einer beliebigen festen 
Geraden g, welche nicht durch den 
zu untersuchenden Punkt der Curve 
seht. Aus der Figur ist ersichtlich, 
dass, wenn die Tangente ihren 
Drehungssinn umkehrt, auch der 
Punkt ec, auf der Geraden g seine 
Fortgangsrichtung ändert. Die Ge- 


Fie. 4. 


rade g sei die y-Axe. Der Punkt 
c, wird erhalten, wenn man in der 
Gleichung der Tangente 

($-2)y = (n-y)® 
n=( setzt: 





zy—ay 


Y 
Soll der Punkt ce, seine Fortgangsrichtung umkehren, so muss ! = 0) 


Un 


und die erste nicht verschwindende Ableitung von $ von gerader Ordnung sein. 


, _ y@a'y"—az"y) _ yo 
= — ur“ — Te 


Yy y 
Wäre y=(0, so würde der betrachtete Punkt der Curve auf der 


Un 


Geraden g liegen, was wir ausgeschlossen haben. Aus !=0 folgt also 
d=0(0 und umgekehrt. Es ist leicht einzusehen, dass von den folgenden 
beiden Systemen das eine immer aus dem anderen folgt: 


fer ER un 203 —( Er+i). - () 


I 
—& zZ GG 


=ld =... =- III MIO. 


Un 


ED 


Das analytische Kriterium für das Auftreten einer Rückkehrtangente bei 
einer ebenen Curve ist: 
=! ee NI IFIZO. 
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Im Falle «=y'=0 ergiebt sich für &' der Werth 2, doch bleibt 
das Kriterium für die Rückkehrtangente dasselbe, wie später bei den Raum- 


curven streng bewiesen wird. 


88. 

Wir können jetzt zur analytischen Charakterisirung der in der Einleitung 
definirten acht Arten von singulären Punkten bei Raumeurven übergehen. 

Bei einem Rückkehrpunkte im Raume wechseln offenbar, ebenso wie 
in der Ebene, in einem allgemeinen Coordinatensystem die Coordinaten den 
Sinn ihres Ab- oder Zunehmens, es müssen also die ersten Ableitungen 
der Coordinaten nach dem Parameter # verschwinden und die ersten nicht 
verschwindenden Ableitungen derselben von gerader Ordnung sein. 

Für das Auftreten eines Rückkehrpunktes sind in einem allgemeinen 
Coordinatensystem folgende Bedingungen nothwendig und hinreichend: 


= =... - fe) _ ( &ad9> (, 
y - y' me "ie 1) — VÖ, yo) 2 ). 
7‘ ja z' u 1 „2“ -1) zn 0. z(?«) > 0. 


wo a irgend eine posilive ganze Zahl ist. 

Natürlich werden bei einer speciellen Lage des Coordinatensystems 
die Ableitungen der drei Coordinaten nicht alle bis zu derselben Ordnung 
hinauf verschwinden, man kann aber auch dann gleich erkennen, ob der 
Punkt der Curve ein Rückkehrpunkt ist oder nicht. 

Es mögen für einen Punkt der Curve die folgenden Gleichungen 
bestehen: 


x — 2 = se: = 2“) un (), „iet+1) = 0. 

y = y — 00 wi y‘ ’) — 0. ge — 0. 

=," niet, ar, 
e—Pß Sy 


Aus $ 2 folgt, dass in einem allgemeinen Coordinatensystem die « 
ersten Ableitungen aller drei Coordinaten gleich Null, die (@+1)-ten da- 
segen alle von Null verschieden sind. Ob ein Punkt der Curve ein Rück- 
kehrpunkt ist oder nicht, darüber entscheidet also in einem speciellen 
Coordinatensystem diejenige Coordinate, von der die wenigsten der ersten 
auf einander folgenden Ableitungen verschwinden. Ist die Anzahl dieser 
verschwindenden Ableitungen ungerade, so ist der Punkt ein Rückkehrpunkt, 








a 
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sonst nicht. Bei der Herleitung der Eigenschaften der Curve in einem 
8 Rückkehrpunkte muss natürlich das allgemeine System & = =y zu Grunde 
8 gelegt werden. 


111. 
Rückkehrtangente (Lineare Inflexion). 
S9, 


Denkt man sich im Raume eine beliebige Ebene E (Fig. 5), die 
nicht durch den zu untersuchenden Punkt der Curve geht und überhaupt 
zu demselben keine besonders aus- 
sezeichnete Lage hat, so schneiden u 
die Schmiegungsebenen der Curve auf 
dieser Ebene E die Geraden 1,2,3,4. ... ul AA Su 
aus, die Schnittpunkte je zweier auf | 4/? 5: 
einander folgender Geraden I], 11, III,... 
sind die Durehschnittspunkte der Tan- | 





centen der Curve mit der Ebene E. f' 
Aus der Definition des Drehungssinnes / E 








E der Tangente folgt, dass, wenn die 
Tangente ihren Drehungssinn umkehrt, 
der Durehschnittspunkt derselben mit der Ebene E seine Fortgangsrichtung 
ändert, also ein Kückkehrpunkt ist, und umgekehrt. Analytisch lässt sich 
diese Bedingung für die Rückkehrtangente folgendermassen formuliren. Die 
Gleichungen der Tangente an die Curve zyz sind, wenn man durch £&, n, 
die laufenden Coordinaten der Tangente bezeichnet: 


2 ” = \ N Ida / £ Mr. = ! 
B3 (2)T ng (> ud ) var 
f ar \ ! FR; \ ! 
(n-We' = (-a)y' 


Die Ebene E sei die yz-Ebene. Für den Durchschnittspunkt der 
Tangente mit dieser Ebene erhält man die Coordinaten: 


' ! ! ! 
u 22’ — 27 | ye'—y'x 
- en - z N u - - 2 
en I 
E I 2(2'2'—2'zr') | z(y'z'—y'x') 
4 . = Zu 2 ’ y u 2 
x x 


Führt man wieder die folgende Bezeichnung ein: 


! 


A in yz2—y», B = sc —z' €, C . ey —a.'y , 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 1. g 
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so kann man schreiben: 


zB ; — rÜC 
> VE WE OSEEER 


T T 


Soll der Punkt (nd) ein Rückkehrpunkt sein, so müssen 7’ und & ihr 
Zeichen wechseln. Der Nenner z” kann als quadratisches Glied sein 
Zeichen nicht umkehren, ebensowenig x, da das nur eine specielle Lage 
des Coordinatensystems bedeuten würde. Es wechseln also 7’ und Z dann 
und nur dann ihr Zeichen, wenn C und B es thun und umgekehrt. Die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der Punkt (nd) in 
der Ebene $=0 ein Rückkehrpunkt ist, ist also: 

B=B=..=-BW9=-0, BF, 

C=(Ü=..- 09-0, CAM >00. 
Aus den Betrachtungen in $ 4 folgt, dass dann auch von A dieselben Ab- 
leitungen verschwinden: 


A=-A=-..-= A"? rw 0, A@E+D > 0. 


Die Curve besitzt dann und nur dann eine Rückkehrtangente, wenn in 


dem betreffenden Punkte bei einer allgemeinen Lage des Coordinatensystems 
die folgenden Relationen erfüllt sind: 


A nn A = see = A®”) — 0, A®?+D zZ 0, 
B=B =...=B"9=0, BF 0, 
C=(' = ee = CM (0, cr) > 0, 


wo [ eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet. 


Umgekehrt folgt aus den letzten Betrachtungen, dass, wenn die 
Curve keine Rückkehrtangente besitzt, A, B, C ihr Zeichen beibehalten 
müssen. 


$ 10. 


Bei unseren letzten Untersuchungen haben wir die Frage nicht be- 
rücksichtigt, ob die Ableitungen von n und & immer endlich sind. Wir 
wissen daher noch nicht, ob wir in der Ebene E einen Rückkehrpunkt von 
genau denselben Eigenschaften erhalten, wie den in $ 8 definirten, da für 
denselben die Coordinaten und ihre Ableitungen bis zu einer gewissen Ord- 
nung hinauf endliche Functionen des Parameters £ sein mussten. Es ist 
daher jedenfalls von Interesse, die Grenzwerthe der Ableitungen von n und & 


; 
w 
i 
i 
Er 
2 
= 
3 
2. 
ER 
A 
’# 
3 
d 
en 


A 


i 
Ä 
ai 
# 
! 











$ 0 N a 
h % Er er de a er 
ie ER OREOERNE, a N NEE, ! ; 
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zu finden, es wird sich dabei ergeben, dass sie bis zu einer gewissen Ord- 
nung hinauf endlich sein müssen und wir in der That einen Rückkehrpunkt 
von denselben Eigenschaften, wie den früher betrachteten, erhalten. Wir 
wollen daher das Kriterium für die Rückkehrtangente vollkommen streng 
herleiten, indem wir die auf einander folgenden Ableitungen von { einzeln 
untersuchen. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass x, y', 3° von Null verschieden 
sind. Im Fall die Curve eine Rückkehrtangente besitzt, muss, wie wir ge- 
funden haben, der Punkt (n{) ein Rückkehrpunkt sein. Die ersten Ab- 


leitungen seiner Coordinaten hatten folgende Gestalt: 

en zb — ıC 

ER 
Wenn der Punkt (n{) ein Rückkehrpunkt ist, so muss 

B=-C=0 

sein, denn von = (0 kann man absehen, da das nur bei einer speciellen Lage 
des Coordinatensystems der Fall wäre; ausserdem ginge dann auch die Ebene E 
durch den betrachteten Punkt, was wir ausgeschlossen haben. Um zu er- 
kennen, ob B=C=0 auch die hinreichende Bedingung dafür ist, dass der 
Punkt (n{) in der Ebene E (£=0) seine Fortgangsrichtung umkehrt, ist 
es nöthig, die folgenden Ableitungen von n und & zu bilden. Setzen wir 
ze” =b, so ist Ü =bB und eine beliebige, etwa die rte Ableitung von & 
hat die Gestalt: 


A) E09 = EEDB+LE— 1) dB + CINTD ed" +... +5 Be» 
| 1.2 PM Ä 


Die Faetoren b®’ können nicht unendlich gross werden, da sie Bruchform 
haben und der Nenner immer eine Potenz von x’ ist, welches wir als von 
Null verschieden angenommen haben. Die Grösse b selbst ist endlich und 
von Null verschieden. 

Für B=0 redueirt sich ©’ = b’B-+bB' auf bB'. Der Ausdruck 
ist von Null verschieden oder gleich Null, je nachdem 5’ von Null ver- 
schieden oder gleich Null ist und umgekehrt. Ist etwa A=0, so bleibt 


in dem Ausdrucke 
CC" = b"B+2b’B+bB" 
nur ein Glied übrig: 
Er zn bB'. 
gleich Null oder von Null verschieden, je nachdem B’ 


m 


Es ist also £ 
verschwindet oder nicht. 


9” 
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Wir nehmen an, dass von den folgenden beiden Systemen das erste 


immer aus dem zweiten folgt und umgekehrt das zweite eine Folge des 
ersten ist: 


een it lt —— 
(2) | L C - | 0, 
\B=B=...= Bi? =0. 


Man kann dann zeigen, dass [C gleich Null oder von Null verschieden ist, 
je nachdem BU" verschwindet oder nicht. 

Aus der Reihenentwickelung (1.) ist ersichtlich, dass £” sich auf 
bB"”') redueirt, woraus unsere Behauptung folgt. Die Gleichungen (2.) 
sind, wie wir gezeigt haben, richtig für r-—l1=2 und r-1=35, es folgen 
also immer die nachstehenden zwei Gleichungssysteme aus einander: 


Se! Sat! 
f / 


>,T777/P 


B=B=..2BrD=0, BPP>0. 


F(r (r-+H1) 
= ee. =, CS od, 


Ist der Punkt (nd) in der Ebene $=0 ein Riückkehrpunkt, so müssen 
die Ableitungen von { bis zu einer ungeraden Ordnung hinauf gleich Null 
und die erste nicht verschwindende Ableitung von & von gerader Ord- 
nung sein: 


E FI 0 A 5 C(2#4 1) vi 0, [@# +?) > 0. 
Daraus folgt aber, wie wir eben gesehen haben: 
B=B=..=-B9 0, BIO, 


Für die Grössen C und A erhält man analoge Gleichungen, das eben 
hergeleitete Kriterium für die Rückkehrtangente stimmt genau mit dem 
früher gefundenen üherein. 


$s 11. 
Schwieriger gestaltet sich die Untersuchung, wenn ! =y=z=(0 
ist, da dann der Ausdruck: 


or zB 
- rer 
x 
die Form 2 annimmt. 
Es sei jetzt: 
2 = 2". a0, >, 
BERRE ERSFENEREEN "st (+1) > 
ee Tree 


Zr +1) > 
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Nach Satz Il verschwinden dann die folgenden Ableitungen von B: 


BeBe: =" 1-0, 
während die 2r»te Ableitung von B von Null verschieden sein kann. 
Pad 
S B 
(3.) m un - 7 . 
T T 


Die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Zählers 
B ist grösser oder gleich 2», je nachdem B“” gleich Null oder von Null 
verschieden ist. Die erste nicht verschwindende Ableitung von x’ ist die 
nte, folglich nach Satz III die erste nicht verschwindende Ableitung des 
Nenners z” die 2nte. Der Grenzwerth des Bruches Br” kann nach 
Satz IV nicht unendlich gross sein und ist gleich Null oder von Null ver- 
schieden, je nachdem B” verschwindet oder nicht. Wir können dieses 
Resultat auch noch verifieiren, indem wir von Zähler und Nenner des Aus- 
druckes (3.) die 2nte Ableitung bilden, dieselbe redueirt sich auf ein Glied: 

5 Br) 1.2...n B@») 


ee: 2n(2n—1)...(n+1) 2n(2n— 1)...(n+ Dad)? 


‚(n+1)\2 
LI 
L.5,..%8 ( / 


Bilden wir jetzt unter der Voraussetzung © = 0, also auch BP = 0, 
den ersten Differentialquotienten des Ausdruckes (3.): 
za! ' Zi 
L B' 2x"B 
(4.) = Hey BE; 


zT T L 


Die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Zählers B’ 
> 


im ersten Bruche ist — 2n, des Zählers «’B im zweiten Bruche — 3n 





(Satz III). In beiden Fällen gilt das obere oder untere Zeichen, je nach- 
dem B*P gleich Null oder von Null verschieden ist. Die ersten nicht 
verschwindenden Ableitungen der Nenner sind von der Ordnung 2» resp. In. 
Wir müssen also nach Satz IV erhalten, dass ’ gleich Null oder von Null 
verschieden ist, je nachdem B"*" verschwindet oder nicht. Um den wahren 
Werth des Ausdruckes Ü’xz”' zu finden, müssen wir von Zähler und Nenner 
des ersten Buches die 2rte, von Zähler und Nenner des zweiten Bruches 


die 3nte Ableitung bilden. 
B' 1.2...n. B&%»+1) 
2? — Ml2n—1)...(n+ 1/2)? 
Um die 32te Ableitung von z’B zu bilden, müssen wir in der Reihe 


p(p—1)...#%+1) 


(v) „(p—r) | (p) 
u”’o + UV 
1.2...(p—v) r 


(w)”? = uPo+pur"o+:-+ 












70 Meder, über einige Arten singulärer Punkte von Raumcurven. 


die Buchstaben , v, p durch die folgenden Werthe ersetzen: 
u=r, v=B, p=3n. 


Es verschwinden alle Glieder bis auf dasjenige, in welchem v=n-—I1, 
p—-v=2n+l1 ist, und man erhält: 


ön(ön—1)...n 


7 (In) __ 4) 
N 


2e+D Ban+n, 





Um die 3»te Ableitung von x” zu bilden, setzen wir: 
u=c, v=2e”, p= iM. 


Es verschwinden alle Glieder, bis auf dasjenige, in dm v=n, p—v = 2n 
ist, und man erhält: 





(N — 3n(ön—1)...(n+1) 2, 


Es ist aber: 


kart, 2n(2n—1)...(n+1) ini 
(52 Varna ( zur 


Setzt man diesen Werth in den vorigen Ausdruck ein: 


(yo un EEE 


1.2.20 1.2...n ET. 





Das zweite Glied des Ausdruckes (4.) hat den folgenden Grenzwerth: 


BER. ..; in Me: ce 
2’.  (2n+1)2n(2n—1)...(n+1) (z"+D)? 


Der Ausdruck (4.) selbst gestaltet sich folgendermassen: 


er ER FR 1.2... (1 2n ) Bar+1) 
z Mm(2n—1)...(n +1) 2n+1 (aut)? 
1.2...n B@r+) 


(2n+1)2n(2n—1)...(n-H1)(ertD)? 
Aus ’=0 folgt B”+V) = 0 und umgekehrt. 
Wir wollen jetzt annehmen, es sei: 
=Ül"=..=-0N)-0 
und es seien die nothwendieen und hinreichenden Bedinsungen dafür: 
be) > 
Bu 2 2r+1) _ BR In+r—?2) __ 
B@» = Bert) =... = Be —(, 


wie wir es für r-—l=1 und r—-1=2 gezeigt haben. Es lässt sich zeigen, 








BE 2 an ee ea 














Meder, über einige Arten singulärer Punkte von Raumcurven. 71 


dass & gleich Null oder von Null verschieden ist, je nachdem BU" ver- 
schwindet oder nicht. 
Bildet man von {'x7' = Ba«'”” die (r—1)-te Ableitung, so fallen auf 


der linken Seite alle Glieder weg, bis auf S”z”' und man erhält: 


IT BD DB) +. 


T 
sich rg .(r— pP) Be NEID L... + B(x')* ), 
Die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung von BY 
ist — 2n, je nachdem B'"") „leich Null rg von Null verschieden ist. Die 
erste nicht verschwindende Ableitung von 2” ist die 2nte. Der Grenzwerth 
des ersten Gliedes B"Pz’”* ist endlich (Satz IV) und zwar Null oder von 
Null verschieden, je nachdem B®"+V verschwindet oder nicht. 
Untersuchen wir gleich das allgemeine Glied auf seinen Grenzwerth 
hin. Die Ableitungen von x” haben die folgende Gestalt: 


1-2 PR 


c wi, 
CA) Aa et 7 Al 

#2) = Sie’ —2EE, 

(a) = Ale” +33 tee 2”, 

(er = blatt Abe 33er +3 tee’ —2r°et, 


'—-2\(p) _ (= )": (ec )».. .(@ ul) Like 
(© ) e Oh, (z' yr: 
Die Summe ist, wie aus der Betrachtung der vier ersten Ableitungen 
von x” hervorgeht, zu bilden für alle ganzzahligen Werthsysteme v, für 
welche die Gleichungen bestehen: 


(5) | Y%+ Yt+ +99 = —2, 
D. 
ee = p—2. 
Das allgemeine Glied in dem Ausdrucke für x" hat die Gestalt: 
ı (p+1)\> 'p+1 
M — Be] Be-rI (2-90) — — Be-+-0 D’x, (= ER (2 )”. ..(® ) 
ge ) (x ) e ) (x y” 


Jeder einzelne Summand M, hat die Form 2 


0” 


M, = 0,Br+ (a ra" Jo... dyorH 
% a 






























M 


0 


folglich 


von x 


rn 


T 


rs 


T 


T 


BP» 


(p+1) 


Um den Grenzwerth von M, zu finden, muss man von 
Es wird offenbar im Zähler 


V;, + v;+ a + Vo+1 Be v; 


Der Ausdruck [x 


Y (2n-+r 
C,B 


ist von der Ordnung n, 


grösser ist oder gleich 


= 


D> 


T 





I r 


N, = 


Bir +r—1) 


Fe" 
(2+V)) 
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Die erste nicht verschwindende Ableitung 


Aus Satz III folgt, dass die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ab- 
leitung des Zählers von M, 
(n—1)r, + -—-2)r1; + +(Ra—p)r,.ıt+2n+p. 

Multiplieirt man die erste der beiden Gleichungen (5.) mit +1 und sub- 

trahirt von ihr die zweite, so erhält man 
(a—1)r,+(n—2)1; +. +(n—p)r,ı—nv, = —2n-—p. 

Die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Zählers 
von M, ist also grösser oder gleich »v,, je nachdem BP verschwindet 
oder nicht. Die erste nicht verschwindende Ableitung des Nenners ist die 
nv,-te, der Grenzwerth von M, ist also endlich und zwar gleich Null oder 
von Null verschieden, je nachdem die (22+r—1)-te Ableitung von B gleich 
Null ist oder nicht. 
Zähler und Nenner die »v,-te Ableitung bilden. 
sowohl, als im Nenner nur ein Glied übrig bleiben, welches von Null ver- 
schieden ist, und man erhält, wenn ©, einen numerischen Factor bedeutet: 
9, (art). 

(+), 


CB TASTE FE 
Nach der ersten der beiden Gleichungen (5.) ist 


—2, 


Br +Hr—1) 
(ze+1 ))? 5 





n—1, 
n—2, 
n—p, 
— 2n+p 





ist eine Summe von lauter solchen Gliedern, 
also, wenn man durch K, einen numerischen Coeffieienten bezeichnet: 





5 Kin Kb DE ae Zi Er Ru Ei a 2 EOS IN 
KleaR ar DAT ea a ng ren : 


RI N SEEN 
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Ist K, von Null verschieden, was nachträglich bewiesen werden 
soll, so erhalten wir in der 'T'hat unsere Behauptung, dass {” gleich Null 
oder von Null verschieden ist, je nachdem 3" verschwindet oder nicht. 

Es sind also für das Bestehen der Relationen 


Ü=Ül'=..- (I —( (e+Hl). za 


unter der Voraussetzung, dass die » ersten Ableitungen von x, y, z ver- 
schwinden, die (»-+1)-ten dagegen nicht mehr, die folgenden Bedingungen 
nothwendig und hinreichend: 

B=B =... = B+r.0, BFNZ>0, 


und umgekehrt. 

‘s war gefunden worden, dass eine Curve dann und nur dann in 
einem Punkte eine Rückkehrtangente besitzt, wenn der Durchschnittspunkt 
(n&) der Tangente mit einer beliebigen Ebene E ein Rückkehrpunkt ist. 
Der Punkt (nf) ist dann und nur dann ein Rückkehrpunkt, wenn die fol- 


senden Bedingungen erfüllt sind: 
=C0=..-0aV)—0, [er (), 
Das ist, wie eben gezeigt worden ist, nur möglich und immer der Fall, wenn 
Baba... = gm .0, BEI >0, 


Ebenso findet man noch die folgenden beiden Bedingungen: 


C=0'=...- 079-0, (79 D>0, 
A= A =... Art? EB nee 0. A@+?7-D 7 N, 


Wir haben durch diese Betrachtungen genau dasselbe Kriterium für das 
Auftreten einer Rückkehrtangente erhalten wie früher S. 66. 


$ 12. 
Wir hatten bei unseren Betrachtungen angenommen, dass der Coef- 
fieient K, in dem Ausdrucke 


(6.) 


von Null verschieden ist, was wir jetzt noch beweisen müssen. Der Aus- 
druck (6.) ist der Grenzwerth von 

£o) 
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’(r) P B&r+r-ı1) 


= rn (giatı))? 


= BEIDE? Hr BD E ++ Bla e, 


J 
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Hierbei sind von x, y, 3 und B nur die folgenden Eigenschaften benutzt 
worden: 








| Ei 2 E =: = 2") a 0, z2u+)) > , E 
- ' ! 3 
(7.) y-zy-.=-"=-0 I=S0, : 
Br Ro: . :E (n) _ n+1) 3 
s—=3 =... =, IN E0, ISO, 
(8.) B=BR =... — PUH9I (I, 
Der Factor K, ist constant und aus Grössen, die nur von r und n i 
! = 
abhängen, zusammengesetzt. Für eine andere Curve, deren Punkte durch 3 
ae > ’ 2 
die Coordinaten z, y, z gegeben sein mögen, ist B=3x"—-z'x. Genügen 4 


x, y, 3 und B den Bedingungen (7.) und (8.), so erhalten wir offenbar in 
dem Ausdrucke £"x”! denselben Factor K,, wie bei der ursprünglichen 
Curve, da K, nur von r und » abhängt. Um K, zu berechnen, können a 
wir also von einer speciellen Curve ausgehen, die für irgend einen Werth 3 








des Parameters £ den Gleichungen (7.) und (8.) genügt, etwa von der Curve : 
EI 

(9.) = f*(b,+bt+b,t’+---), : 

z = Pt +at+oP+---). F 

Die Ableitungen von x sind E 
2 0 = (ar, 1 

oe (ala, F 

IT Dgp (n+l)n(a—1)... (+2 p)ert, F 

20 = (n+l)nn-1)...3.21, i 

art) = (n+l)n(n—1)...1. [ 


Die Coordinaten z, y, 3 genügen für den Parameterwerth £=0 den 
Bedingungen (.). Man muss noch zeigen, dass auch B die Bedingung (8.) 
erfüllt. 


Bb cc —z € 
= (na+1)nt” (ad) +n+2)et+n+3)et’+--) 

(a + DE kat Ya +(R+2)(Ra+l)at-+Hn+3)R +2) +---) 

—(a+D)t”(n+2)e, +2 (a +3B)et+---). 


I 
[A 
— 

x 





"| rel y a ee y ‚ak 
a 3: 1 aa et a a 
lin aa sn a a 
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Die ersten 22—1 Ableitungen von B verschwinden für ?=0 sicher; 
ist = 0, so ist auch B@” = 0, ebenso folgt aus = (0 das Verschwinden 
von B&+D u.s.f. SollB=B'=:.-= B”+”=( sein, so müssen in dem 
Ausdrucke für 3 die Coeffieienten c,, €, ..., e,_, verschwinden. Es genügt 
also B der Bedingung (8.); wir können zur Berechnung von K, von der 
Curve (9.) ausgehen. 

Aus © = (n+1)" folgt: 

2" = En 
(n+1)’1? 


— In 


(2") ag (n+ 1) 2r+ı 


pn _ en +1) 
(@ ) En er FU 


(= (—1)P2n(2n+1)...Zn+p—1). 
(n-+1)’ gar? 


Setzt man diese Werthe in den Ausdruck für [”x”' ein, so er- 


giebt sich: 


ei eh RO ED De) a nn) ._ 4 
a Da + a) + 
4-1? E=De de EZ 9, 2n+1)...(&n+p—1) , 

Bı 


++(—-1)"2n(2n+1)...(d2n+r—2 


a) ai) 


Gehen wir zum Grenzfall {= 0 über. 











SEE se A. ST 2n _ (r—1)(r—2) 2n(2n-+1) | 
z  (n+1)? ton)! Mir (2n+1)! 1.2 (an +2) 
‚er De >: er —p)  2n(2n+1)...(Z2n+p—1) 
aaa Su Ai ..8,. (np) 
, 2n(2n+1).. a )) 
et (2n-Fr—1)! 
Bes j1 rl, C-De-D, 1 ,. 
— @+T’@n—TD! (2m  n+1 1.2 2n+2 . 
(— Me (r—p) 1 rei RES 
PURE I  2n+p a Zoe 2n+r—1 


10* 
































(10.) 


(11.) 


(12. 
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Bilden wir den Klammerausdruck für r=2 und r=3. 











19,0 = Ip 08 Ialol oanach 0 
a 2n +1  2n(2n+1) ' 
Tut mE Dr 


Durch den Schluss von r—1 auf r lässt sich beweisen, dass überhaupt 





2. We, „ DE + ey F-Der2)..eop), 1 
2n n+1 1.2 2n +2 1.8.8 "In+p 
1 (r—1)! 
(Ivy al BEL: AR EIERN 
re. 2n+r—1 2n(2n +1)...(2n+r—1) 


Es sei gefunden, dass 








2, (0-1 „e-2r—3)..(r pl) 1 
HB" IE RE 2.9: 7 mr 
1 (r—2)! 
ti In+r—-—2  Mnl2n-+1).. TREE 2) 


ist, wie wir es für r--—l=2 und r-1=3 gezeigt haben. 


Subtrahirt man die Gleichung (10.) von der Gleichung (11.) so er- 
hält man: 











a. en r—Y ) tun 2) (r—3). 1 Lu 1)? 1 (r— ne )).. .(r—Pp), 1 EL 
TE u "Eu 1.2 2n +3 a ee ı < (p—1) 2n-tp ' 
_ = 1 (r—2)! 
BER ur Y nee "Ra — 
+) = +r— 5 t( 1) 2ntr-1 (2n+1)(2n-+2)...(2n+r—1) 


Die Gleichung (12.) hat genau die Gestalt der Gleichung (11.), nur 
dass 2n-+1 statt 2» gesetzt ist. Da die Gleichung (11.) für jedes beliebige 
» gilt, so besteht die Gleichung (12.), folglich auch die Gleichung (10.). 

Man kann also in unserem Speeialfall setzen: 





10) Beart+-1(r— 1)! 
2 (@a+D’@n+r— di 
Da 2") = (n+1)! ist, so ist im allgemeinen Falle 
)) 
L) (r—1)!n!)? ee 
Bis). (2n Er (ze+1)? 
K (+37 (n!)’ 


er @&a+r—)! 
K, ist von Null verschieden, die von uns aufgestellte Bedingung für das 


Auftreten einer hückkehrtangente ist in der That nothwendig und hin- 
reichend. 
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Setzen wir r=]1, so erhalten wir 


1:.3...0 
Kı = Tard).in 
Für r=2 wird 
> 1:2...8 


? 7 (n+1)(n+2)...(2n+1) ’ 


‚as genau mit den 8. 69 und 8. 70 gefundenen Ausdrücken übereinstimmt. 


IV. 


Rückkehr- oder stationäre Schmiegungsebene. 


$ 13. 


Aus der in der Einleitung gegebenen Definition des Drehungssinnes 
der Schmiegungsebene folgt unabhängig von Tangenten- und Punktsingu- 
laritäten: Kehrt die Schmiegungsebene in einem Punkte der Curve den 
Sinn ihrer Drehung um die Tangente um, so ändert auch der Durchschnitts- 
punkt der Schmiegungsebene mit einer beliebigen festen Geraden, welche 
zur Curve keine besonders ausgezeichnete Lage hat, seine Fortgangs- 
richtung auf dieser Geraden und umgekehrt. Die Gleichung der Schmie- 


gungsebene ist: 
E-)A+n-WB+L-3)C = 0. 


Die feste Gerade sei die ©-Axe. Den Durchschnittspunkt der Schmie- 
| sungsebene mit der z-Axe erhält man, wenn man in der Gleichung der 
R Schmiegungsebene „=5 = setzt: 


Ar e By + 03 


A 


Un 


nn 


Soll der Punkt (5, 0, 0) seine Fortgangsrichtung auf der z-Axe um- 
kehren, so muss = sein. 


De EEE OA) 


> 4’ 


Führt man wieder die Bezeichnung ein: 
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so kann man schreiben 
4 Bıie Kg 
(AB-AB)d = |A B Ca" y" oa") 
A 
‚Au +By +03 Aad+By +Cz, 3 
= A" +By" +03" A'’z"+By"+C'3' 3 
Az" +By"+C3" Ada"+By"'+0z" 3" 


0 0 23 | 
-— 0 —-4 sı = 34°. 

ae et 
AB-AB = 34. 


Ebenso findet man 
CA—-CA = y4. 
Der Ausdruck für & geht in den folgenden über: 


Jay (yyz)d 
s A 2 


Soll der Punkt ($, 0, 0) seine Fortgangsrichtung umkehren, so muss 
&’ sein Zeichen wechseln. Da der Nenner A? sein Zeichen nieht umkehren 
kann, so tritt das dann und nur dann ein, wenn der eine der beiden Fac- 
toren im Zähler sein Zeichen umkehrt. Der erste Factor yzs’—y'z kehrt 
sein Zeichen um, wenn y und z' ihr Zeichen wechseln, denn von y und z 
kann man absehen, da dieselben nur von der Lage der Coordinatenaxen 
abhängen. Je nachdem y’ und 3’ ihr Zeichen umkehren oder beibehalten, 
ist der Punkt der Curve ein Rückkehrpunkt oder nicht. Im ersten Falle 
muss also / sein Zeichen behalten, im zweiten dagegen umkehren. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Schmie- 
qungsebene in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn umkehrt, wird, 
wenn der Punkt kein Rückkehrpunkt ist, durch die folgenden Relationen 
gegeben: 

d=d0=2..=- 210 AIDS. 


Ist der Punkt der Curve dagegen ein Rückkehrpunkt, so sind die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen für eine Rückkehrschmiegungsebene die folgenden: 
VEN men II) 50, AN >20, 


wo y eine positive ganze Zahl oder Null ist. 


a 6° ll ee 0 kann a lie an za She 
re a EN riet Gh Fe 


TR ER A re RERELNE 





een ee en rg 
ee 
ST. 
rs. u 
” ENT 
RS a 








nen 


TEE 


Bei Cain a a a ni a a En ai a ee 
FE Rear Be te > . 
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$ 14. 

Wir können auch hier, wie bei der Rückkehrtangente dieses Resultat 
verifieiren, indem wir genau untersuchen, wieviel Ableitungen von / ver- 
schwinden müssen, wenn eine gewisse Anzahl der ersten auf einander fol- 
genden Ableitungen von 5 gleich Null ist. 

Es seien für den zu untersuchenden Punkt folgende Relationen erfüllt: 





zer... ie MSN, 
(1.) Far na ee 
s=3 = = =-(0 zZ" >0: 
A=4=..= Am =0, AUP>O, 
(2.) B=BE= > B">0 BP=20, 
Bee re EI 0, CR >20, 
Der Ausdruck = (yz—y’z)A” nimmt dann die Form ° an. 


Setzen wir 
d(ya-ys) = |, 
so nimmt &’ die folgende Gestalt an: 
Hand 

Durch diese Substitution haben wir erreicht, dass der zu untersuchende 
Ausdruck in genau derselben Art und Weise aus / und A zusammengesetzt 
ist, wie der Ausdruck, den wir bei der Aufstellung des Kriteriums für eine 
hückkehrtangente untersucht haben, aus B und «': 


% 


Bx'- 


Ueber die Grössen ! und A einerseits und B und =’ andererseits 
wird vorausgesetzt, dass sie nebst einer gewissen Anzahl von auf einander 
folgenden Ableitungen verschwinden. In dem Ausdruck für © war die 
erste nicht verschwindende Ableitung des Zählers B von derselben oder 
höherer Ordnung wie die erste nicht verschwindende Ableitung des Nenners 
x”, Für den Ausdruck &'=1A ist diese Bedingung ebenfalls erfüllt. Die 
erste nicht verschwindende Ableitung des Nenners A? ist von der Ordnung 
2m+2. Aus !=4(yz—y'z) sehen wir, da nach Satz II die Ordnung der 
ersten nicht verschwindenden Ableitung von / wegen der Bedingungen (1.) 
und (2.) grösser ist oder gleich 2m —-»-+2, die von yz’—y'z aber gleich n. 
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dass die Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung von Z grösser 
ist oder gleich 2m+2. Die »te Ableitung von yz’—y'z redueirt sich auf 
ya? —y"+Dz, welcher Ausdruck nur in einem speciellen Coordinatensystem 
verschwinden könnte. Also auch für $’ ist die Bedingung erfüllt, dass die 
Ordnung der ersten nicht verschwindenden Ableitung des Zählers grösser 
ist oder höchstens gleich der Ordnung der ersten nicht verschwindenden 
Ableitung des Nenners. 

Bei der Rückkehrtangente kam es darauf an, unter den eben ge- 
nannten Voraussetzungen zu finden, wieviele Ableitungen von B verschwinden, 
wenn die ersten r Ableitungen von & gleich Null sind. Jetzt müssen wir 
feststellen, wieviel Ableitungen von / verschwinden, wenn die ersten r Ab- 
leitungen von $& gleich Null sind. Bei der Aufstellung des Kriteriums für 
eine RKückkehrtangente fanden wir daraus, dass die Ordnung der ersten 
nicht verschwindenden Ableitung von x” gleich 2» war, für 


U =l"=..- N -0 IVr>O 
die folgende Relation als nothwendige und hinreichende Bedingung: 
B=B' =... = Bet) _0, Bem>o, 


In unserem Falle ist die erste nicht verschwindende Ableitung des 
Nenners A’ in dem Ausdrucke für 5 von der Ordnung 2m-+2, die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung für 


gef ie, AO 
ist also analog dem Vorigen: 
(3.) I=l=..- td Q ermd>0. 


Es fragt sich noch, wann die Relationen (3.) erfüllt sind. Es war 
mit / der folgende Ausdruck bezeichnet worden: 


I=4db, b=yz—y'2. 
Eine beliebige, etwa die vte Ableitung von / hat die nachstehende Gestalt: 
IN = AN b+rv AP Pb +60), 
Wegen der Bedingungen (1.) und (2.) bestehen die Gleichungen 


bed. Pr IE0 ADS 
PP EN DER > 2 2) pe 0, 
folglich auch 
BEE a 3 


Die (2m+2)-te Ableitung von / redueirt sich auf ein einziges Glied: 
jEm+2) de 7 ei 


SERERENEE TE Ieoi 


De FERNER 2 20 








Vase ee 


ee 


EN TE RE a ee 


re ee 


ATTERSEE 











REIN 








are 


RER EN 


GE a naar 
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wo k ein Binomialcoefficient ist. Ist ZU”? 0, so mus "I 0 sein 


und es ist 
j@m+3) zn u 


Für /9”+9 =0 erhält man "+9 0. So fortfahrend findet man, dass 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für das Bestehen der 
Relationen (3.) die folgenden sind: 
Id =. = ger (>, 

Im Falle einer Rückkehrebene der Curve muss r eine ungerade 
Zahl sein, da dann der Punkt ($, 0, 0) auf der z-Axe ein Rückkehrpunkt ist. 
Es ist dann die letzte verschwindende Ableitung von / von gerader oder un- 
gerader Ordnung, je nachdem » gerade oder ungerade, d. h. je nachdem der 
Punkt der Curve kein Rückkehrpunkt oder ein Rückkehrpunkt ist. Wir 
haben, wie es ja auch sein musste, unsere schon auf Seite 78 ausgesprochene 
Bedingung für das Auftreten einer Rückkehrschmiegungsebene gefunden. 


$ 15. 

Da, wie wir in $2 gesehen haben, in einem allgemeinen Coordinaten- 
system die ersten nicht verschwindenden Ableitungen von z, y, 3 einerseits 
und A, B, C andererseits alle von der resp. gleichen Ordnung sind, so sei 
von jetzt an durch das Ansetzen der Gleichungen 
was =. mid, ISO Asien. -- AIVE0, 0 
auch das Bestehen der entsprechenden Relationen in y, z und B, © ausgedrückt: 

yay--=-9=0, „mP=0, B=B=..=-B®=-0, Ber) >0, 
=: = =, 9-0 ISO Cl... = 09 =(I CI SO. 


Wir können dann, wenn «, ?, y irgend welche positive ganze Zahlen 
oder Null sind, die acht Arten von singulären Punkten durch die folgenden 
Gleichungen definiren (ef. S. 52): 


. +++. en mn en) =, FIN 
A= Km = MIO AM 9 20, 

d=41 =... 23a 97:20 

Il. ++-— 2=2 =... =.) (0 Mar) >0, 
A=1l=.- = AFPD 0, AP O0, 
d=1=..=N =-0 JIUIZO. 

I +-+ w=.'=..-.9 -0 FI Z0, 


u. a ei 23+1) > 
A — A u A . — 0, A' _ 0, 
dad... - 40, AR >00. 
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IV. +, ae! Ei 0, > 0, 

A=-A=.- = AM =0 AFMSO, 

A=N =... = AN) — 0, dert» N. 

V, —++ er) 0, TR 

A=A= = ARM -0, AM > 0, 

I=d =. = 0, JA Z0,. 

VL -+-. dead, u >, 

A=Al=.. = APFD-(, AP 20, 

A=A = ie  HOD 0, dad >O. 

vl. —-+. E=E = = glei) 0, ze) > 0, 

A u A = ur AU” — 0, AFP > 0, 

1=-ÄA =-- = aan ui 0, 4aa@+D > 0. 

viau. —---. 2 Er RI ER DR 
u Ha — 4(2B 2 25+1) > 

A=A =:-: = AP —(), A%# >, 

A=A =... = Je) — 0, ar >. 


Wird die Art eines Punktes durch die folgenden Bedingungen definirt: 
ze = He ER >h 
A=A'=.. = AmM=0, Amt > 
dead. AN a 0, A+D > 0 
so bestehen zwischen », m, p nach Satz II die nachstehenden Relationen: 
m — 2n—1, 
p=Z 2m —n+1.*) 


}) 


}) 


$ 16. 
Es könnte noch die Frage aufgeworfen werden, ob die Singularität 
des Punktes dieselbe bleibt bei Einführung eines anderen Parameters r. 


(4.) te = ar’ +brt!Lert+..., 
Die Ableitungen der Coordinaten nach diesem Parameter 7 drücken 


*) Während des Druckes der vorliegenden Arbeit ist von Staude unter dem Titel: 
„Ueber den Sinn der Windung in den singulären Punkten einer Raumceurve“ (American 
Journal of Mathematics, Vol. XVII) erschienen, in der die Kriterien für diejenigen Singu- 
laritäten aufgestellt werden, bei denen nach meiner Bezeichnungsweise «, f, y ihre 
kleinsten möglichen Werthe haben. Durch diese Arbeit von Staude bin ich auch erst 
auf eine Untersuchung von Fine aufmerksam geworden, die in derselben Zeitschrift 
(Vol. VIII) unter der Ueberschrift „On the Singularities of Curves of Double Curvature“ 
veröffentlicht worden ist; in derselben werden für die Staudt-Wienerschen Singularitäten 
mit Hülfe der Grassmannschen Methoden analytische Kriterien hergeleitet. 
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sich dann durch die Ableitungen nach , die wir wieder durch Aceente be- 
zeichnen, in folgender Weise aus: 


de „dd 

dr ' 

d’x ‚dat EN, 
write, 

d’x ‚ d’ 4. 0 u de  I5\. 
rear zer Er 


Aus diesen Entwickelungen ist ersichtlich, dass, wenn wir den Punkt t= 0 
betrachten wollen, in der Reihe (4.) für # niemals eine gebrochene Potenz von 
r vorkommen darf, denn dann würden die Ableitungen der Coordinaten von 
einer niedrigeren Ordnung an unendlich gross werden, als es nach den in den 
letzten Abschnitten durchgeführten Untersuchungen sein darf. Es ist also « 
immer eine ganze Zahl und zwar muss es eine positive ganze Zahl sein, 
wenn, wie wir annehmen, # und = für denselben Punkt der Curve verschwinden. 

Bezeichnet man die unter Zugrundelegung des Parameters 7 gebildeten 


Ausdrücke A und / durch Ueberstreichen, so ist 
wi ‚di 
y —— Z 


dt dr 


na) sr) 


A= (8) A, EwA.n 


dr 


’ 


Ist die Singularität eines Punktes durch die folgenden Bedingungen definirt: 


ze’ ie za’ a 2) ou 0, 2 1) 5 > 0, 
A u A' RR BR A" zu 0, Ar+»D D _ 0, 
da a nu ID 0, Hr > 0, 


so haben die Coordinaten, sowie A, B, C und #/, wenn dieser Punkt dem 
Parameter {= 0 entspricht, die folgende Gestalt: 


z = tal" +at”t’+---, 

A = bt”t'+b,t”"t”+..-, 

As et! oiPt’+..., 
wo a,, b,, ec, von Null verschieden sind. Führen wir den Parameter 7 nach 
der Gleichung (4.) ein, so erhalten wir 


dt n-+-]1 5 
= aaa + bla+tl)r+-, 2= +") (a+TC)), 


12” 
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NOKGER d 3 

A= () A= (aar’""+b(a+1)r°+...PrmtDe(h, a”t'+r(--)) 
m aa | * + t()), 

di \® 

d= (—) 4 = (aa +bla+1)T° +. PrrtDe(eart'+r(--)) 


= d{rNe-(e +7 (+), 
wo a, b,, c, von Null verschieden sind. Bezeichnet man mit n, m, p die Ord- 
nungen der letzten verschwindenden Ableitungen von x, A und £ nach r, 
so ist offenbar 
n=(n+l)e—1l, m=(m+4)a-4, p=(p+T)a—7. 

Ist & ungerade, so sind die Grössen z, m, p gerade oder ungerade, 
je nachdem », m, p gerade oder ungerade sind; ist dagegen « eine gerade 
Zahl, so sind » und p immer ungerade, m dagegen immer gerade. Im 
Falle eines ungeraden « bleibt die Singularität des Punktes ungeändert, 
ist aber « gerade, so genügt der Punkt immer nur der Singularität VIII — — —. 

Dieses letztere erklärt sich folgendermassen. Wir können uns zu- 
nächst einen Parameter # eingeführt denken vermittelst der Gleichung 


(5.) = ®, 
wo « eine gerade Zahl ist, und darauf erst den Parameter z durch die Gleichung 
(6.) 9 = ar+bitcer+t--, 


wobei man die Coeffiecienten a, b, c, ... durch die Coeffieienten a, b, ce, .. 
der Reihe (4.) ausdrücken kann. Durch die Einführung (6.) des Para- 
meters z bleibt nach unseren letzten Betrachtungen die Singularität des 
Punktes dieselbe wie bei Zugrundelegung des Parameters 6, wir brauchen 
also nur die Einführung von ® durch die Gleichung (5.) zu betrachten. 
Da « gerade ist, so erhalten wir für negative £ keinen reellen Werth von 6, 
zu jedem positiven Werth von £ gehören dagegen zwei dem absoluten 
Werthe nach gleiche, sich aber durch das Vorzeichen unterscheidende 
Werthe von 6. Geht 9 aus dem Positiven ins Negative über, so nimmt der 
Parameter £ von irgend einem Anfangswerthe bis Null ab und darauf wieder 
zu, die Curve wird also doppelt durchlaufen und zwar nur bis zu einem 
gewissen Punkte £=0, und dann von diesem Punkt aus noch einmal in 
entgegengesetzter Richtung. Bei Einführung des Parameters 6 vermittelst der 
Gleichung (5.) müssen sich in der That, wenn « gerade ist, für £=0 alle 
Singularitäten auf den Fall VIII redueiren. (Fortsetzung folgt.) 
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Sur une extension du theoreme de Laurent. 
(Extrait d’une lettre adressee par M. Ch. Hermite a M. L. Fuchs.) 


WERE Ein consid&rant les racines d’une equation algebrique quelconque, 
et leurs diseontinuites, points critiques ou pöles, j’envisage l’ensemble des 
eirconferences qui ont leurs centres & l’origine et pour rayons les modules 
de ces discontinuites. Elles d&composent le plan en couronnes eirculaires 
auxquelles succede un espace infini, et les racines sont A l’interieur de 
chacune de ces regions, des fonctions finies et eontinues mais non uniformes. 
Leurs valeurs s’&changent d’une certaine mani£ere, si l’on fait deerire & la 
variable un contour ferme comprenant l’une des eirconferences limites, et 
par consequent des points eritiques A son interieur. La difference de nature 
avec les fonctions uniformes se manifeste par cette eirconstance quil est 
necessaire de deerire plusieurs fois le m&me contour pour obtenir au depart 
et & l’arrivee les m&mes valeurs. Designons ce nombre par p, pour l’une 

1 
des racines, repr@sentons la variable par x et posons $=xr”. L/image 
fournie par cette substitution est une courbe fermee, deerite une seule et 
unique fois au lieu du contour r&pete p fois successivement. La quantite con- 
sideree devient par suite une fonetion uniforme de 5, dans l’espace limite 
par deux nouvelles eirconferences, transformees des precedentes, ayant 
comme elles leurs centres & l’origine. On peut done faire l’applieation du 
theor&me de Laurent et en conelure que la racine s’exprime par une serie 
1 


de puissances entieres positives et negatives de & ou de =”. Pour le cas 
ou la variable est supposee dans la derniere region, on la considerera 
comme une couronne eirculaire limitee par la eirconference relative A la 
plus grande des discontinuites et une autre dont on fera croitre indefiniment 
le rayon. Cette seconde eirconference, lorsqu'il s’agit d’une fonetion uni- 


. a 1 "f(z)dz 
forme f(x), etant prise pour eontour de l’integrale Sir / ae — , dont se 
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tire le theor&me de Laurent, conduit A une fonetion holomorphe dans son 
interieur, et qui devient, en faisant eroitre le rayon, holomorphe dans tout 
le plan. Nous en coneluons alors comme prec&demment les expressions 
analytiques des racines dans cette region, mais il faut observer, ce qui est 
le eöte imparfait de cette methode, que les ayant obtenues dans le plan 
tout entier, on doit exclure de la representation, les eirconferences sur les- 
quelles se trouvent les points de discontinuites. 

Pour donner un exemple dans un cas facile, je vais chercher l’ex- 


' 2 1 
pression de la quantitt ——————-, en supposant 
Y(e—-a)(b— =) 
al < |e] < |] 


de sorte que la variable sera dans la couronne limitee par les eirconferences 
de rayon |a| et |b\. 
Soit pour abreger 
1.3.5...2m—1) 








w.r Tun ı 
nous aurons les deux series 
ei 
Ye-a Yx x 
= 2... 
1 1 (n) x” 
U u P 3 a; Ta 
Yb—x Yb b" 
puis en multipliant membre & membre 
en u. 
Y(x—-a)(b—x) Ya be 


Soit maintenant m—r = p, supposons p positif et different de zero, 
le terme en 5 sera donne par la somme 


ar (m)en+p)a" 


xp br 
qui se rapporte aux valeurs n=0, 1, 2,.... 


Faisant done 


(n/n+p)a® 
p br 


1 ; i 
nous obtenons pour l’ensemble des termes en y; la serie suivante, 
aP 
>" u 
=, 
on p=1,2,3,.... De la möme maniere se trouve ensuite la seconde serie, 


ar 


=Ss 


P bp 





Bi 
„ 
BE: 
Bes. 
4 
“0 
Br . 
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otı entrent les puissances positives de la variable; en &erivant pour simplifier 


S au lieu de S,, on en conclut le r&sultat cherche, A savoir 
1 1 ER. a 
teten 
On peut comme je vais le faire voir le d@montrer A posteriori. Soit pour 
cela a= bi’, puis, 
Ry) = A-y)A-Ky) 
j’emploierai la relation suivante 


1 ER 
————— = Z(n)k”y" 
Y1—k’y ih, 
et de la formule &el&mentaire 
® 2(n+p) 
TE = Za4n) 
Mn } 1—y 2 


I : . r . ay’\P ay’\P 
J’observe ensuite que les progressions g&ometriques z(= ) et Z ( 2.) ont 
” x b 
ay y 


2 





pour sommes —-—. et -———., on est done amene & l’Egalite 
z—ay b—ıy“ 
ap ap 2 ” ay’” xy” dy 
> 3 — = — [ — —— | — u 
de Fa 2 Bar F ag I bay YR(y) 


et ä chercher l’integrale definie qui figure dans le second membre. Je fais 


x . . a 1) . > . An > > “ din 
a cet effet, y = sn$, je pose aussi — = ksin’«, ce qui donne j® k'sn (a+iK'), 


d’apres la condition admise, a=bk’. Lintegrale relative & la nouvelle 
variable @tant representee par 
£ k’sn’asn”& k’sn’(@+ikK')sn?& ' 


"00 52 Ban? Ta 2£ 
\ 1—k’sn’asn’&$ 1—k’sn’(@a-+ik’)sn’Z - 


s’exprime au moyen des fonetions completes de 3° espece. Multiplions 
enedn« 
sna 
. 7 r 
quand on remplace « par @+iK’, on aura en effet, 





par et remarquons que cette quantite se reproduit changee de signe, 





BEE iu RE re U ie). 


sn«a sn«a 
Gela etant, la formule des Fundamenta 
II(K, «) = KD,logo(e«) 
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nous donne 
II(K, a)—II(K, a+iK') = KD,\oeg _—®_.. 
"5 Gla+ik') 
En recourant & l’Egalite 
— ZZ (2a-HiK') 
Ola+iK') = iHlo).e ® 
on a ensuite 
He) ui H(e) in cnadn« 
D,„log Ola+iK')  2K —D,log Kl) 2 sa 
et une r&eduetion @vidente eonduit A la valeur ceherchee 


. A iu 
It sn« rt bzt 
ie m 


ou bien J= — —— ne 
2 Ye@-a)(b—x) 


>» enaedn« 


’ /b / — /z—a 
puisque lon a sne = V —, cna = | — iu ao = V/ ——. 
T T zt 


. e 1 
L’expression du radieal —— - est d’une autre nature dans 


Y(@-a)(z-6) 
les deux regions ol l’on suppose |z|<-|a| et || >]|b|. En designant par 
P”’(z) le polynöme de Legendre du degre rn, on obtient alors les series 


1 ze()(E) 0 se (ett)lie, 
Yab 2yab Yab Yab 2 Yab x 


(=0, 1,2... in}, 2...) 
Une application des resultats que nous venons d’obtenir s’offre d’elle- 


möme & lintegrale elliptique, en prenanta=1,b=4, et changeant x en «’: 


. . x i > 1 
elle est, je crois, & remarquer dans le cas oü l’on suppose 1<|2]< -- ; 
ı 


je lindiquerai suceinetement. Nous avons alors la formule 


1 2p 2 
Va@’— 1) kr‘) ? ” e- 
et l’on en tire, en designant par C une constante 


»x dx S, OH” 
/ ur ea Br - — C+ 5 logx arg > 2 er 4 ar kP? x”) 4 
Y(z’—1)(1-k’r?) 2p ‘a’ 


1 


Faisons successivement e=1 et 2 = En on aura les Egalites, 
0 = C-Er (1-KP) 
5, ' 


K' = C+Slog 2:2 (Kr —1); 
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en les ajoutant, les series infinies se detruisent, on obtient 


K' = 2C+Slog-- 
d’oü 

C = Slog/Yk+}K' 
et par consequent 





/ i 7 Zur ar = —— = Slog(zV/k)+1K'—- 8 = (—- —kra®). 
- y(@’—1)(1—k’r?) zp aA 

Employons ensuite l’expression de K’ qui a &t& donnde par Legendre, le 

logarithme de % disparait dans le second membre, et l’on parvient & la 

formule suivante: 


un d . Ss, ) ) 
[ PEN: or war. ——— - Slog(2r) — > ze ( z en kr a) 
. y(e’—1)(1—k’r”) up ‘= 


g a0 E72 Io 
- 738-137 (8-1- gr) 


ou n’entre plus, comme il le faut, que le carr& du module. 
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Ableitung der Gaussschen Formel zur Bestimmung 


des jüdischen Osterfestes. 
(Von Herrn M. Hamburger.) 


(aus hat im Jahre 1802*) eine Formel für die Berechnung des 
Jüdischen Osterfestes ohne Beweis mitgetheilt. Sie ist dadurch ausgezeichnet, 
dass ihre Anwendung eine nähere Bekanntschaft mit den Einrichtungen des 
jüdischen Kalenders nicht voraussetzt. Die Herleitungen, die bisher unseres 
Wissens von der Formel gegeben worden sind**), entbehren der nöthigen 
Durchsichtigkeit, welehe den leitenden Gedanken des Urhebers der Formel 
klar hervortreten lässt, und entsprechen in der künstlichen Art, wie sie 
schliesslich zur Formel gelangen, wenig der Einfachheit und Eleganz, 
die der Formel eigen ist. Es schien daher der Mühe werth, die Frage 
von Neuem aufzunehmen. Bei näherer Erforschung ergab sich die 'T'hat- 
sache, dass in dem Intervall von 8 auf einander folgenden Jahren jedes- 
mal 3 Schaltjahre enthalten sind, mit Ausnahme des Intervalles: 19C+9, 
19C+10, ..., 19C+16 (für einen beliebigen Werth von C), in welchem 
nur 2 Schaltjahre enthalten sind. Diese Beobachtung erweist sich als die 
naturgemässe Grundlage der fraglichen Formel, denn sie führt zu einem 
zweckmässigen Ausdruck für die Anzahl A der seit dem Anfange der jüdi- 
schen Zeitrechnung (der Schöpfung) verflossenen Jahre, woraus dann durch 
einfache Rechnung die Formel folgt. 

Zur Ableitung der Gaussschen Regel schicken wir Folgendes voraus. 
193 


[080 Stunden oder 


Der Monat des jüdischen Kalenders hat 29 Tage 12 


yC 13753 


—— ” PK NE CEEFEE rm, 
u = 29 55050 lage. 


Die Jahre sind entweder Gemeinjahre von 12 Monaten oder Schaltjahre 


*) Zach, Monatliche Correspondenz 1802 Mai p. 435. Gauss’ Werke Bd. VI p. 80. 
“*) Gresy, Zachs Correspondance astronomique, Genes Vol. I 1818. — Knobloch, 
Die wichtigsten Kalender der Gegenwart. Wien. 
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von 13 Monaten. In einem Cyklus von 19 Jahren sind stets 12 Gemein- 
jahre und 7 Schaltjahre, und zwar sind die Jahre 


n u .u IE DENT 
des Cyklus Schaltjahre, die übrigen Gemeinjahre. Ein Cyklus von 19 Jahren 
enthält demnach 


(1.) (19.12+7) Monate = (19.12+7)u Tage. 
Ist also für ein Jahr das Datum des Festes bekannt, so ist das Datum des- 
selben für ein Jahr, welches von dem ersteren um eine Anzahl C von 
Cyklen differirt, 
(19.12+7)C Monate 
später, wo C positiv oder negativ sein kann, und eine negative Anzahl 
eben soviel Monate früher bedeutet. 
Nimmt man vom Jahre 16 der Schöpfung beginnend, die folgenden 
19 Jahre, indem man um je 8 Jahre fortschreitet: 
16, 16+8. 16+2.8 ..., 16+18.8 
oder allgemein 16+8a (a=0,1,2,..., 18) so erhält man, wenn man die 
Reste betrachtet, die bei der Division dieser Jahre durch 19 übrig bleiben, 
sämmtliche Jahre eines Cyklus in veränderter Reihenfolge, nämlich: 
IE ET ER U TE 
Jahre des Cyklus: 16 5 13 2 10 18715 4 12 1 9 
a 4120113: 14 16 >16 :87-- 38, 

Jahre des Cyklu: 17 6 14 53 11 19 8 
In dieser Folge sind die ersten 12 Jahre Gemeinjahre, die letzten 7 Jahre 
Schaltjahre des Cyklus, so dass jedem « < 12 ein Gemeinjahr, jedem a > 11 
ein Schaltjahr entspricht. Ferner sind in den folgenden 18 Intervallen von 
je 8 Jahren: 

17 bis 16+8, 1649 bis 16+2.8, ..., 16+17.8+1 bis 16+18.8 
jedesmal 3 Schaltjahre und 5 Gemeinjahre enthalten, während in den 16 
ersten Jahren 1 bis 16 5 Schaltjahre (3, 6, 8, 11, 14) und 11 Gemeinjahre 
enthalten sind, es sind also in den 16+8a ersten Jahren, wo a auf die 
Werthe von O0 bis 18 beschränkt ist, 


5+3a Schaltjahre und 1i+5a Gemeinjahre 
enthalten. 
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Bedeutet nun A die Anzahl der Jahre seit der Erschaffung der Welt, 
also die Jahreszahl der jüdischen Zeitrechnung, so kann man A stets und 
nur auf eine Weise auf die Form 

(1.) A = 16+8a+19C 
bringen, wenn a auf die Werthe 0, 1,...., 18 beschränkt bleibt, während 
C jeden beliebigen, auch negativen Werth erhalten kann. Multiplieirt man 
nämlich die Gleichung (1.) mit 12, so erhält man 

12A = 2-+a+19(10+5a+12C) 

also 

(2.) 12A+17 = a+19(11+5a+12C). 
Hieraus sieht man, dass a der positive Rest ist, der bei der Division von 
12A+17 durch 19 entsteht, also 


a= N, R = Rest. 


Ist a so eindeutig bestimmt, dann muss A—16—8a durch 19 theilbar sein, 
und der Quotient ergiebt einen ebenfalls wohlbestimmten Werth von C, der 





in dem Falle, wo A<<{16-+38a ist — was nur in den Jahren von O bis 
160 vorkommen kann — negativ ausfallen wird. Aus (2.) folgt noch 

’ - om _ 12A+17—a 

(3.) Be 


Ans der Form (1.) für A 
A=16+8a+19C (a=0,1,..., 18, C beliebig) 


ergiebt sich Folgendes: Wie bereits bemerkt, sind in 16-+8a Jahren, wenn 
a auf die Werthe O0 bis 18 beschränkt bleibt, 11-+5«@ Gemeinjahre und in 
19C Jahren bei beliebigem C 12C Gemeinjahre enthalten, folglich sind in 
A Jahren 

11-H5a+12C Gemeinjahre 
oder nach (3.) 


un “. Gemeinjahre *), 


*) Da a der Rest von 12A+17 dividirt durch 19 ist, so ergiebt sich hieraus un- 
mittelbar, dass die grösste in (12A+17):19 enthaltene ganze Zahl g die Anzahl der in 
A enthaltenen Gemeinjahre angiebt, ein Satz, den Gresy ohne Beweis anführt, Herr 
Knobloch auf Umwegen mit Hülfe einer Tafel für die zugehörigen Werthe von A und g 
mühsam feststellt. Die eigentliche Bedeutung der Zahl a in der Gaussschen Formel 
bleibt bei beiden Autoren im Dunkeln. 
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somit 


17 


12A+17—a 7 1 R we 
. m tt Schaltjahre 


a 7 
enthalten. Da nun auf je ein Schaltjahr 1 Monat zu den 12 Monaten eines 
Gemeinjahres hinzukommt, so enthalten die Jahre vom Beginn an (A = 0) 
bis A, im Ganzen 12A+,5A+-!;a—17 Monate, den Monat zu u = 29 er 
Tagen gerechnet, also 

(-14+-75a4+12-5 A)u Tage. 
Andererseits erhält man die Anzahl der Tage, die in A Jahren des Juliani- 
schen Kalenders (von A= 0 an) verflossen sind, in folgender Weise. Man 
bringt A auf die Form 

A = 4s+b, 
wo s die Anzahl der in diesem Zeitraum enthaltenen Julianischen Schalt- 
jahre und 5 eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, den Rest von A getheilt durch 4, 
bedeutet. Alsdann ist die gesuchte Anzahl der Tage 
365A-+s 

A—b 


1 ist, 


oder, da s= 


A—b 


Oapr er - 23 vr b 
365 A+ m 365 1 A 


7° 
Demnach ist nach dem Julianischen Kalender das Datum des Österfestes 
im Jahre A um 
17 1 y [ 4 > 1 ed 1 b rp\ . 
% TTET Felder A)“ = (365 4 ie ® lage 
oder 


17 u b 5, [ fr I\ T 
>ER Tr 19 a+7 +(12-5 u— 365, )A lage 


später als im Jahre A=0, wobei ein negatives Resultat bedeutet, dass das 
Fest eben so viel Tage früher eintritt. 

Es handelt sich nur noch um die Bestimmung des Datums des 
Österfestes im Jahre A=0. Man rechnet als Datum des ersten Tischri 
oder Neujahrs des Jahres A=1 (Erschaffung der Welt), den 7. Julianischen 
October des Jahres 3761 v. Chr., der auf einen Montag fiel und zwar 


- 204 Je ie en. u . u h 

8 Stunden = 5160 Tag nach Beginn dieses Tages, der nach jüdischer 

Zählung Sonntag 6 Uhr Abends stattfand (Baharad). Demnach war also 
a s “ 467 

der erste Tischri des Jahres A= 1 October 7+ nn und da Ostern des 
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vorhergehenden Jahres A=0 163 Tage früher eintritt, so war das Datum 
des Osterfestes im Jahre A = 0 

467 Be 

Sen oder März 58-+ 9160 


und fiel auf einen Sonnabend. 


April 27+- 


Nun hat Gauss der Bestimmung „Jach“, wonach, wenn der erste 
Tisehri in der 18. Stunde des Tages (12 Uhr Mittag) oder später eintritt, 
das Neujahrsfest und damit dann auch das Osterfest des vorhergehenden 
Jahres auf den folgenden Tag verschoben wird, dadurch Rechnung ge- 
tragen, dass er die Ausgangszeit der Zählung um + Tag vergrössert. Wir 
rechnen also als Datum des Osterfestes für A = 0 


4671 1 a 1007 
Tr Bee 7 
Also erhält man als Datum des Österfestes im Jahre A, abgesehen von 


den noch anzuführenden Ausnahmefällen 


| De, DE " b u 
I ä 2: € 3 - Erin FT 2 
März: 8 Zıo0 jo "tg etz} (1 19 


März 58-+ 


u— 3651). 
Indem man nun für « seinen Werth 29 nn einsetzt, ergiebt sich die 
Gausssche Regel: Man dividire 12 A+17 durch 19, nenne den Rest a, ferner 
dividire man A durch 4, nenne den Rest b und berechne den Werth von 
| 32 — 4 Zn "7 ; r u 77 
| — 32,0440932+1,5542418a+ 0,255 — 0,003177794 A 
und setze ihn = M+m, wo M die ganze Zahl und m den Bruch bedeutet, 
so fällt Ostern im Allgemeinen auf den Mten März alten Styls. 

Führt man an Stelle des jüdischen Jahres A das entsprechende 


Julianische Jahr B ein, zwischen denen die Beziehung besteht 


(4.) 


/ 





A = B+3760 
*) Zur leichteren Controlle fügen wir die Rechnung bei: 
ei AA, 1 n= 2% 207881. 
19 492480 19 492480 
1007 „. 207881 4343 7 24311 
F GR. eisen SB: | FRE : ‘ — 365 
5 a ae > 
315 


7 | 
‘) 2 sh ar N‘ r 
u 19 # ui Ki 98496 
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so folgt, dass I N 
er nl + A), 


19 19 
A’ B\ 
und die Formel (4.) geht über in 
415 272953 [ 313 
90 9415 12953 IRDL | B, 


9806 7 40280 7 4 7 98406 
— 20,0955877 +1,5542418a+0,255b — 0,003177794B. 

Zur Berücksichtigung der Ausnahmefälle ist die Bestimmung des 
Wochentages e nöthig, auf den der Mte März des Jahres A fällt. Da das 
Osterfest im Jahre A = 0 der 58. März war und auf Sonnabend (e = 0) fiel, 
so fiel für das Jahr A=0 der Wochentag des Mten März auf den Rest 
von: O+M-—58 getheilt durch 7, oder indem man 63 als Vielfaches von 
7 hinzufügen kann, auf 


y M+5\ 

R-\ 7)‘ 
Nun sind aber vom Mten März des Jahres A=U bis zum gleichen Datum 
des Jahres A nach der schon oben angestellten Rechnung 365 A+ lage 
verflossen. Indem man die ganzen Wochen unberücksichtigt lässt, erkennt 
man, dass der Wochentag des Mten März im Jahre A um A+ — : Tage 
später, oder auch, da man 1. als durch 7 theilbar, hinzufügen kann. 


um A+2(A—b) = 34—2b oder endlich, da man noch 75 hinzufügen kann, um 

3A+5b Tage später fällt, als im Jahre A= 0. Der Wochentag e des Mten März 

im Jahre A wird also erhalten als Rest der Division von M+3A+55b+5 dureh 7 
y NM+34A+5b+5 \ 


e = R-\- = 


| 
Führt man B statt A ein (A = 3760+B) und berücksichtigt. dass 3.3760 +5 
durch 7 dividirt, den Rest 1 giebt, so erhält man für den Wochentag des 
Mten März im Jahre A auch die Formel 

FE R-( M+ 3B + Sb+1N 

Ausnahmefälle: 

1. Die Ausnahme wegen „Adu“ tritt ein, wenn der erste Tischri 
auf den 1., 4. oder 6. Wochentag fällt. Es wird dann das Neujahrsfest 
und mit ihm das vorhergehende Osterfest auf den folgenden Tax verlegt. 
Da nun das vorhergehende Osterfest 163 Tage also 2 Wochentage früher 
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stattfindet, so folgt, dass es auf den folgenden Tag verlegt wird, wenn es 
auf den 2. oder 4. oder 6. Wochentag fällt. Demnach die Regel: 

Ist e=2 oder 4 oder 6, dann fällt Ostern auf den (M-+1)-ten 
März alten Styls. 

2. Die Ausnahme wegen „Gatrad“ tritt PR ar der erste Tischri 


in einem Gemeinjahr auf den 3. Wochentag und 9 —— Bu Stunden oder später 


nach Bet des Tages, also das vorhergehende Osterfest auf den Wochentag 


1+9 a Stunden = 1+ ni Tag oder später fällt. Da aber nach der 


Gaussschen Rechnung die Ausgangszeit um 4 Tag vergrössert ist, so muss 


827 By | 1367 _ 1367 
man statt 1- 160 hier 1- DIT DL 13100 setzen, alsoc=1, 


Nach dem Gesagten muss ferner das auf das Osterfest im Jahre A Zur 
Jahr A+1 ein Gemeinjahr sein. Wir bemerken, dass wenn dem Jahre 


rn entspricht, dem Jahre A+1 die Zahl 





die Zahl a=a,=R 


12(A+1)+17 
‘= R( a 


sem Falle, so wird R- (> 





19 
u 
E32 
En. 
Be, 
Re 
1 
ee 
1 IR 
38 
5 
v2 
4 g 
2 
4 = 
& 
2a 
| 
4 
| 
ä 
| 
1 
re 
5 
3 
= 
# 
6 
= 
R 
3 





)= ae ) zugehört. Ist nun a, >6, und nur in die- 


ee) < 12, also das Jahr A+1 ein Gemeinjahr 


sein. In dem hier besprochenen Ausnahmefalle wird das Fest auf 2 Tage 
später verlegt. Daher die Regel: 
1367 
\ de - ie 
Wenn c=1, a>6 und m 5160 
(M--2)-ten März alten Styls. 
3. Ausnahme wegen „Betu Thakpat“. Sie tritt ein, wenn der Wochen- 


tag des ersten Tischri in einem Gemeinjahre, das auf ein Schaltjahr folgt, 
589 16789 m 

1080 Stunden = 550990 Tag nach Be- 

sinn desselben oder später eintrifft, also der Gaussschen Zählung zufolge, 

= 269 
25920 

ginn en oder später. Das vorhergehende Osterfest trifft dann auf 

23269 


ist, dann fällt Ostern auf den 


auf den Wochentag 2 und zwar 15- 


wodurch + Tag hinzukommt, auf den Wochentag 2 und — nach Be- 


den Wochentag 0, folglich hier e= 0 m 5990 } 


A-+1 auf ein Schaltjahr folgen, also A ein Schaltjahr sein. Dem entspricht | 
a> 11. In diesem Ausnahmefalle wird das Fest auf den folgenden Tag | 
verlegt. Hieraus die Regel: 

Wenn e=0, a>1l und m 
(M-+-1)-ten März alten Styls. 


ferner muss das Jahr 


23269 ' & 
— - .. - 93, 
55090 dann fällt Ostern auf den | 
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Ueber die Integration linearer homogener 
Differentialgleichungen durch Quadraturen. 
(Von Herrn Ludwig Schlesinger.) 


Unter den linearen homogenen Differentialgleichungen, die eine Inte- 
gration durch Quadraturen gestatten, d.h. deren Lösungen sich darstellen 
lassen in der Form von bestimmten Integralen, in denen die zu integrirende 
Funetion die unabhängige Veränderliche der Differentialgleichung als Para- 
meter enthält, sind insbesondere zwei Typen von hervorragendem analytischem 
und praktischem Interesse: die Differentialgleichung der Gaussschen Reihe 
und die sogenannte Laplacesche Differentialgleichung. Die Integration der 
ersteren durch Quadraturen erfolgt nach einer Methode, die im Wesentlichen 
von Euler herrührt und die von verschiedenen Mathematikern, in der neueren 
Zeit besonders auch von Herrn Pochhammer auf Differentialgleichungen 
von allgemeinerer Art übertragen worden ist. Die Zaplacesche Methode hat 
Herr Poincare in seiner bewundernswerthen Abhandlung *) in einer Form 
dargestellt, die ihre Anwendbarkeit auf beliebige lineare homogene Diffe- 
rentialgleichungen mit rationalen Coeffiecienten erkennen lässt. 

Wir beabsichtigen zu zeigen, dass die Methode von Euler einer ähn- 
lichen allgemeinen Anwendbarkeit fähig ist wie die von Laplace, und weisen 
besonders auf die bedeutsame Rolle hin, die hierbei der zu einer vorgelegten 
Differentialgleichung adjungirten Differentialgleichung zufällt.e Es tritt da- 
durch ein Zusammenhang hervor mit Untersuchungen, die ganz andere 
Zwecke verfolgen wie die Integration von Differentialgleichungen mittelst 
(Quadraturen, nämlich mit den Untersuchungen von Abel und Jacobi über 
die. Vertauschung von Parameter und Argument und den sich darauf 
stützenden von Herrn Fuchs über die Beziehungen, welche durch die zwischen 
je zwei singulären Punkten erstreckten Integrale der Lösungen linearer 


*) American Journal Bd. 7. 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. 
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Differentialgleichungen befriedigt werden*). Dieser Zusammenhang scheint 
bisher noch nicht bemerkt worden zu sein. 


I. 


Die Darstellung, welche Herr Poincare der Methode von Laplace 
gegeben hat, soll zunächst in etwas anderer Form vorgeführt werden; es 
wird dabei deutlich zu erkennen sein, was der Laplaceschen Methode eigen- 


thümlich ist und welche Bedeutung der adjungirten Differentialgleichung 
zufällt. 


Sei wie bei Herrn Poincare die gegebene Differentialgleichung 
n d*y 
(A, D.y)= EP) = 0 
2 N k=0 dx 
von der „ten Ordnung und die Coefficienten 


P,(«) k=U1,.:,%) 


ganze rationale Functionen vom mten oder von niedrigerem Grade Es 
lässt sich dann der von x und von einem Parameter z abhängende Ausdruck 


De) = F P,(&)z'e* 


umformen, wenn man beachtet, dass 





(0.) gi Ok e:® > gi O% e:* 
gr " a Oz2* 
ist. Entwickeln wir nämlich die Producte 
P,(x)e* R=0 1,2. 0) 
nach den successiven Ableitungen von e”, d. h. setzen wir 
m d' e: n 
e‘® P,(«) = 50, = e” 30,x, 
ie) o i—() 
so ergiebt sich 
n m 2 | 
(1.) D.(e”)= & EZ Cuasle = 4,(e*), 


wo 4, als linearer homogener Differentialausdruck mit der unabhängigen 


Variablen z durch die Gleichung 
-- du m diu 


4,(u) =2 SE 0,2 dz' => II,(z) —— 


i 
0 kV) i—0U) dz 





*) Dieses Journal Bd. 76, S. 177 ff.; Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1892, 
Ss. 1113 fl. 
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definirt wird. Die Coeffieienten /7,(z) sind ganze rationale Funetionen 
nten Grades von z, und wenn man sich das rechteckige System 

Y Eh 1... N 

(C;,) (; BEI Ey 

hingeschrieben denkt, so liefern die durch den Index % charakterisirten 

Reihen die Coefficienten der P,(x), die durch den Index ö charakterisirten 
Reihen die Coefficienten der /J;(2). 

Bedeute nun 
' un . d‘(TI,(z)ev) 
Ile) = S-N — 


den zu 4,(u) adjungirten, 


m i—l (II (2)9) di Fr 

2 a) u f h ( i Jg 

d.h en B (—1) dz!' dzi—h-1 
i—1l h=0 = = 

den begleitenden bilinearen Differentialausdruck, dann besteht bekanntlich 


für zwei willkürliche Functionen x, ve von z die Lagrangesche Beziehung 


(2.) ed, (W)-ud4,(e) = “ 1 (u, v). 


Nun ist nach (1.) für eine willkürliche Funetion v von z 


sen uni ur 2 f ze\ 
D,(ve‘”) — v4 ,(e 7) 
also nach (2.) 
£ d : \ 2 4! u 
D.(e) = Luder, D+ers) 


und wenn wir in Bezug auf z auf einem noch näher zu bestimmenden 
Wege L integriren, so ergiebt sich 
0% "d “ Bi us 
D,( / ve” ds) — Iz d,(e*, v)dz+ [ e® 46 dz. 
L f [r Ey “ 


L L 
Wählt man nun die Function e als Lösung der adjungirten Differential- 
gleichung 
(3) I.(0) = 0 
und den Integrationsweg ZL so, dass 
j d f SR ) 
/ ve de F v)dz == Ü 


L 
ist, so stellt 
y= [ vedz 
L 
eine Lösung von (A.) dar. Die Differentialgleichung (3.) ist nichts anderes 
13 * 
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als die von Herrn Poincare sogenannte Laplacesche Transformirte der Diffe- 
rentialgleichung (A.). 

Wie ich bereits gelegentlich*) bemerkt habe, ist die Beziehung 
zwischen den Differentialgleichungen (A.) und 


(B.) I(u) = 0 
eine gegenseitige. In der That, bedeuten 


D.(w), D.(f, 9 


den adjungirten linearen und den begleitenden bilinearen Differentialausdruck 
von D,(y), so ist zufolge der Gleichung (1.) auch für eine willkürliche 
Function © von x und einen geeigneten Integrationsweg A 


4 / w e” dx) = [ w4.(e®) de = / e D,(e”, w)dc-+ / e* D,(w)d«. 
4 A 1 A 


Wenn also » eine Lösung der adjungirten Differentialgleichung von (A.) 
und 1 einen Integrationsweg bedeutet, längs welchem integrirt 
"d 
dx 


D,(e”, w)de = 0 


ist, so stellt 


u = / we”dx 


A 
eine Lösung von (B.) dar. Wir können also sagen: 

Die Differentialgleichungen (A.) und (B.) integriren sich gegenseitig 
durch Quadraturen nach der Methode von Laplace; die adjungirte Differen- 
tialgleichung von (B.) ist die Laplacesche Transformirte von (A.), und um- 
gekehrt ist auch die adjungirte Differentialgleichung von (A.) die Laplacesche 
Transformirte von (B.). 

Wie die Integrationswege L beziehungsweise // einzurichten sind, 
findet sich in der eingangs erwähnten Poincareschen Arbeit angegeben. Das 
Uharakteristische der Zaplaceschen Methode besteht in der Anwendung der 
Funetion e‘“. Man könnte nun sofort daran denken, an Stelle dieser Func- 
tion andere von z und x abhängende Ausdrücke in ähnlicher Weise zu be- 
nutzen. Ein soleher Ausdruck müsste nur die Eigenschaft haben, dass 
zwischen seinen Ableitungen nach 3 und denen nach x ähnliche Beziehungen 


*) Handbuch der Theorie der linearen Dilferentialgleichungen Bd. I, (Leipzig, 1895) 
S. 426. 
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bestehen, wie die für e‘* geltende Gleichung («.). Ohne hier genauer auf 

allgemeine Ueberlegungen, die in dieser Richtung liegen, einzugehen, be- 

merke ich nur, dass sich in den neuesten Untersuchungen von Herrn Fuchs*) 

eine grosse Klasse von Functionen zweier Veränderlicher charakterisirt 

findet, die auch in der hier angedeuteten Richtung von besonderer Wichtig- 

keit sein dürften. Herr Fuchs untersucht nämlich Differentialgleichungen 
Po) = Zp.a, 9). = 0, 


© d.r' 
deren Coeffieienten etwa rationale Functionen der beiden unabhängigen 
Variablen x, z sind, und für welche ein Fundamentalsystem Y,., Ya -.., 9, 
existirt, dessen Fundamentalsubstitutionen von z unabhängig sind. In ge- 
gewissen Fällen ist dann, wie Herr Fuchs nachgewiesen hat 
OR yy 


[ Oyk | / oriyz h - Ms RP \ 
(P.) ET At Aa tt Aua-7 e. (, ae 


Or! ETF 


wo die Ayo; Aus ++, Ayn-ı rationale Funetionen von z und 3 sind. Man 
kann die zwischen den Ableitungen der 9, bestehenden Beziehungen (/. 
als die Verallgemeinerung der für e‘” bestehenden Gleichungen («.) an- 
sehen, und ich werde bei anderer Gelegenheit zu zeigen versuchen, wie 
man, auf Grund der Gleichungen (/.), die y, in ähnlicher Weise benutzen 
kann, wie das ve‘” bei der Methode von Zaplace. Hier wollen wir uns darauf 
beschränken, an die Stelle von e‘”* die Funetion 


(2 — 2° 
\< LI) 


treten zu lassen, wo S& irgend eine beliebige von z und x unabhängige 
(Grösse bedeutet. 


I. 
. Wir betrachten wieder die Differentialgleichung (A.) unter denselben 
Voraussetzungen wie in der No. I und setzen in die linke Seite derselben 


an die Stelle von y den Ausdruck (3— 2)’ 


(2 ein. Dann ist 


J 
F/ 


(1.) D(@-2)") = E-NP@)E-DE-2)...E-Na-a) 


im wesentlichen die zur Stelle 2=z gehörige charakteristische Function 
des Herrn Frobenius. Um dieselbe in ähnlieher Weise umzuformen wie in 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1888— 1594. 
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der No. I den Ausdruck 
D,(e'”), 
entwickeln wir die Produete 
P«(2)(3- 2)’ 


nach den successiven Ableitungen von (3—x)’', d. h. die ganzen Funetionen 
P,(x) nach Potenzen von 2—z. Es sei also 


p m P)(z) 
(3) = < nr (eB)), G=G 1, ...,%) 





dann ist 


D,((3—-2)°"') ri 5 E(1}* rei mtl PO (ls) a)i+- 


k=( if) 





’ 
oder wenn wir einen neuen Summationsindex 
v= m+k-i 
einführen, der dann alle ganzzahligen Werthe von O bis m+n durchläuft, und 
| n " £_1)(&—2)...(Ek) er 
(2. Ben A Hd (5- ne De nn tie 
U 3‘ ) (E+m—1)($+m—2)...(£E-+m—v) (m+k—v)! 


setzen, so ist 
mn dr’ 


D(@-)5) = Ey, 


nn da’ 
Indem wir endlich durch die Formel 


m-+n d’u 
D,(u) ve. Er p,(2) Ga 


einen homogenen linearen Differentialausdruck (m-+n)-ter Ordnung mit der 
unabhängigen Variabeln z und mit in z ganzen rationalen Coefficienten 
einführen, finden wir die Gleichung 
(C.) D,(@-2)"') = D,((s- et”), 
die wir im Folgenden als den Satz von der Vertauschung von Parameter 
und Argument bezeichnen wollen. Diese Bezeichnung wird sich dadurch 
rechtfertigen, dass, wie wir sehr bald sehen werden, der von Abel auf- 
gestellte*) von Jacobi in eleganter Weise bewiesene**) Vertauschungssatz 
als specieller Fall in unserer Gleichung (C.) enthalten ist. 
Um den gesammten für die folgenden Betrachtungen erforderlichen 
Formelapparat zur Hand zu haben, berechnen wir gleich die den Glei- 
chungen (2.) reeiprok gegenüberstehenden Ausdrücke der P, durch die g,. 


*) (Euvres completes (1881) Bd. 2, Abhandlungen VIII, IX. 
**) dieses Journal Bd. 32, S. 185—196. 
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Entwickeln wir zu dem Ende die y,(z) nach Potenzen von s— x 


m u 
p,(2 ) = Se 


Li 
und setzen diese Ausdrücke in die rechte Seite der Gleichung (C.) ein, 
so kommt, 


(3— x)‘ 


Hm y+i—] 


D.((3- +") — 5 „Etm-D(e+m- 2).. +(&+ ur er DROTe: 


" 3— €) r 
vu I=0 A! e a 


oder wenn wir z=rv—iA-m als neuen Summationsindex einführen. 
gr "-2)(2) 


D,(g-e)t”")= > (3— — 2) . F; (m-—1 )\($+m—2)...(£+m—rv) C ae =; 
—— Im —- m— x)! 


und dies muss zufolge des Vertauschungssatzes (C.) mit der rechten Seite 
von (1.) übereinstimmen. Es ist folglich 


(3 By SiezBiieD. (ihm) Ye) [09 für 2<0 
ai vu / (£—-1)(£—2)...(E—x) („—m—x)! IP, (2) für 20. 


Die gegenseitige Beziehung der Differentialausdrücke Du) und 
D,(u) lässt sich aber in noch eleganterer und übersichtlicherer Weise dar- 
stellen. Setzen wir nämlich 


P an m+ x (di -I)($ 2).. ($— EN a 
ul) 2; (— 1) + m (mini *) p I) (2=01,.., #%) 
P,(@) =0 für v<m, 
9.2) = (-1@+m-1),p,(e), re. 2 


so ist nach (2.) und (3.) 


mt n 


y,(2) = F} (-1)*h, Per (2), 
P,(<) = > (- 1 v,pe® (a). 


Nun lautet aber die explieite Form des zu einem Differentialausdrucke 


p d* 
B Pr 3 


k0 


adjungirten Differentialausdruckes, 


Zy Hm) - E31 . 


k=i) d.r* k=U y—U0 dx dx’ 


vu A = =) 
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Setzen wir also 


OT ee OR 


D.u) = ZI E4m-1),0,@0 5, 


so sind die beiden en oe 


DZ) = EP) und 9, 


einander adjungirt. Bezeichnen wir durch D/(w) den adjungirten Differential- 


ausdruck von D,(y), so ist nach dem Reeiproeitätssatze der Herren Thome 
und Frobenius*) 
d FE 
D,(u) = —— D;(u). 
e\ ) de" Ai ) 


Da offenbar 


d+u x # x: 
dzm+u (3—.2)°*" = S(5 +1).. .+m-1)* a 
ist, so haben wir zufolge der Gleichungen (2.) 
u. —_ n Yale 
D,((2- x)" ) — 2 - d“ au 2) -S (— 1)“ (— l).. (E— -k) £ #2) 
| au EV EDEN 
m—1 


+ = (E+m—1)...(£+m—r)(3— 2)” 


E Bin + 2 Pim+i—v)(z 
ie rt 3 au (£ 1)...(5 k) h ( ) 


k=0 (£+m-—1)...(£+m—v) (m+k— vw)! ’ 
also für <= 0 
m—1 n 2 a ;) 
AN ee nn ! (2._ a v Zu r ii. Ma ! 
((z-—a —=D( X T) \. 
D.( / ) :((@ )+2& er) s (m +k—v)! 7 1) k 
Nun ist aber, wie eine einfache Rechnung zeigt, 
d Pı@)—Pı(e) _ dt m Piz) @-,)- 
da‘ 3— x Be m 
m—1 PIE) Be ık 
u. Y (2 — 2)" ” k <, P) (- |) zZ, 
vu) (m—v—1)! I—0 m—v+4 


und nach einer bekannten eombinatorischen Formel **) 


= 2 k; ed k! 3 
ae m+1+4  (m+1)(m+2)...(m+k+1) 


*) Vgl. Frobenius, dieses Journal Bd. 76, S. 265. 


**) Vgl. z. B. Jac obi a. a. 0.8. 191 die in der Anmerkung stehende Formel für p = 0. 








TE TOR 7200 NER NENERERRE 


R 
ER Era ER 


’ a. 
N 
a ide ” a ae u , 
a ER Fr ee REITEN h 


Seen 


TE DR RE, 





F r 5 
we 
3 4 

5 

Be 

je 

3 

x 

2 

x 

# 

a 

& 

& 

K| 

3 





REITER ARE en 


MOL 


FÄRBEN AREN 


Bee 


ER EEE PIERETERT TIERE 7O IE 








Schlesinger, Integration lin. Differentialgleichungen durch Quadraturen. 105 


wir finden also 


- # P@)—Pıila) _ "S' mr ut / RER R; alahii 
8.) ne 3: = (1) k.(3—E) (m— v+-.k)! 


Auf Grund der Gleichungen (4.), (5.) verwandelt sich nunmehr die Be- 


ziehung (Ö.) für &=0 in 
D.(@-2)") = Di(@-2)")- E17 2, za 


dz* s—x 


und dies ist genau die von Jacobi gegebene Form des Abelschen Satzes 


von der Vertauschung von Parameter und Argument. 


III. 


Wir verfahren nun mit der den Vertauschungssatz darstellenden 


Gleichung (C.) genau ebenso wie in der Nr. I mit der Gleichung (1.) jener 


Nummer. 
Für eine beliebige Function e von z und einen Integrationsweg 1, 
ergiebt sich zufolge der Beziehung von Lagrange 


dz 
I. I 


j4 Z) bi 2) d NEL | 7 „ ' a 
D .\ (e(z— 2) ds) — / D,((a—- vr)", e)dz+ /(s—-r)’ D(e)dz, 
1, " 
wenn wir durch 
ONIY/.N u 


D.(o), Duo 


den adjungirten linearen, beziehungsweise den begleitenden bilinearen Diffe- 
rentialausdruck von ®D,(wu) darstellen. Bedeutet also ® eine Lösung der 
Ditferentialgleichung 


x 


v) = VD, 


D( 
u 


und denken wir uns den Integrationsweg L so gewählt, dass 


'd re r 
1.) J -D(@-2)*"", o)ds = 0 
ist, so besitzen wir in 
(2.) Er [v(s—. "da 


eine Lösung von (A.). Ebenso ist umgekehrt 
(3.) wm [ w(i—x)** 'de 
Be | 
eine Lösung der Differentialgleichung (m+»)-ter Ordnung 
(U.) D,(u) = (0, 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. 14 
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wenn :» eine Lösung der zu (A.) adjungirten Differentialgleichung und A 
einen Integrationsweg bedeutet, für welchen 


(4.) [ re D,((2-2)", w)dr = 0 
4 


dx 
ist. 
Die Auswahl der Integrationswege L beziehungsweise 41 hängt 
wesentlich ab von der Lage der singulären Stellen der Differentialgleichungen 
(X.) beziehungsweise (A.). Da aber 


Pm+n(8) = (-U""P,(2) 


n.\ 


ist, so sind diese Stellen für beide Differentialgleichungen dieselben, und wir 
können uns also darauf beschränken, etwa die Bestimmnng der Integrations- 
wege 4 zu unserer Aufgabe zu machen. 

Ein solcher Integrationsweg muss zu Folge der Gleichung (4.) so 
beschaffen sein, dass im Anfangs- und Endpunkte desselben der Ausdruck 


D.((2=-2)"", w) 


denselben Werth annimmt, dass aber trotzdem das über denselben erstreckte 
Integral (2.) nicht identisch verschwindet. In der neueren Litteratur*) sind 
vornehmlich zwei verschiedene Arten solcher Integrationswege angewandt 
worden. 

Die eine Art sind die sogenannten Doppelschleifen. 

Bezeichnet man mit @,, @, ..., a, die von einander verschiedenen 
Nullstellen der ganzen rationalen Function P,(x) und mit s, die von einem 
regulären Punkte 2={ aus um den singulären Punkt 2 =a, in positivem 
Sinne herumgelegte einfache Schleife, mit s, die von demselben Punkte 
2={ aus um den Punkt e=z herum gelegte Schleife, so sind die Doppel- 
schleifen durch die Symbole 


I 


Fr N > > —i 1 f ) a\ 
J,) $,8;$, S; (a,5=Uu1, en ap) 


charakterisirt. 
Die andere Art von Integrationswegen beginnt und endet in einem 
und demselben der singulären Punkte 


er ir 


*) Poincare, American Journal Bd. VII, Acta Mathematica Bd. VIII: Camille Jordan, 
Cours d’Analyse, Bd. III (1887): Pochhammer, Mathematische Annalen. Bd. 35, 36, 37: 


Nekrassoff, Mathem. Annalen Bd. 38. 
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und zwar in der Weise, dass die ersten und letzten Wegelemente ganz be- 
stimmte Riehtungen einhalten, die so gewählt werden müssen, dass die Be- 
dingung (4.) erfüllt wird. Daraus erhellt, dass diese zweite Art von Inte- 
grationswegen nur bei solchen singulären Punkten mit Erfolg zur Anwen- 
dung gelangt, die Unbestimmtheitsstellen für die Integrale » sind. Da wir 
die Untersuchung von Differentialgleichungen im Auge haben, die der 
Fuchsschen Klasse angehören, so werden wir uns auf die Betrachtung der 
ersteren Art von Integrationswegen beschränken. 

Dabei erweist es sich als zweckmässig. die folgende Auffassung Platz 
sreifen zu lassen. 

Wir können offenbar die über die sämmtlichen Doppelschleifen (5.) 
erstreckten Integrale (2.) aus über die Doppelschleifen 

(6.) a | ) 
erstreckten zusammensetzen. Statt dieser letzteren betrachten wir allgemeiner 
die Wege 
(7.) Br 

wo / irgend einen von 2={ ausgehenden geschlossenen Weg bedeutet. auf 
welchem fortgesetzt das beliebige Integral » der zu (A.) adjungirten Diffe- 
rentialgleichung nicht ungeändert bleibt, sondern etwa in Pr verwandelt 
wird. Dann ist 
/ w(z-a)'*" "de = (1-e?”)"") [ w(z—a ide 


“ 
Wo ns- 


(8.) 


\ 


— /(w—Bw)(3— r)' di. 





Bedeutet also w,. ©. -... @, ein Fundamentalsystem der zu (A.) adjungirten 
Differentialgleichung, so lassen sich die über die Wege (7.) und also auch 
die über die Doppelschleiten (6.) erstreckten Integrale (2.), linear homogen 
und mit eonstanten Coeffieienten aus den folgenden zusammensetzen 


f r u ARE \stm 1 s ! a \ 
(9.) / H k ‚+ 3 J da . \; 1. \ / 


Wir fragen nun: 

1) wie sind die Coefficienten von linearen homogenen Verbindungen 
der Integrale (9.) zu bestimmen, damit diese Verbindungen Lösungen der 
Differentialgleichung (N.) darstellen, und 

2) lässt sich aus solchen Verbindungen ein Fundamentalsystem von 


A.) zusammensetzen ? 


14* 
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IV. 


Wir wollen diese Fragen nur in dem besonders wichtigen Speeial- 
falle zu erörtern versuchen, wo die vorgelegte Differentialgleichung (A.) 
der Fuchsschen Klasse angehört. 

Zunächst schliessen wir aus den Formeln der Nr. II, am einfachsten 
wohl daraus, dass die Differentialausdrücke 


m+n d* k 
> P,(«) ar und D,() 
k=1) 


einander adjungirt sind, dass eine singuläre Stelle die für die eine der beiden 
Differentialgleichungen (A.) und (X.) eine Stelle der Bestimmtheit ist, auch 
für die andere eine Stelle der Bestimmtheit sein müsse. Wenn also die 
eine der beiden Differentialgleichungen (A.) und (N.) der Fuchsschen Klasse 
angehört, so ist dies auch für die andere der Fall. 

Wir wollen vorläufig nur die allgemeinere Voraussetzurg machen, 
dass der unendlich ferne Punkt eine Stelle der Bestimmtheit für die Diffe- 
rentialgleichung (A.) sei; es werden dann die Formeln der Nr. II einer 
wesentlichen Vereinfachung fähig, indem sich nämlich die Differentialgleichung 
(m+n)-ter Ordnung (%.) durch eine solche von der mten Ordnung er- 
setzen lässt. 

In der That ist, damit sich die sämmtlichen Lösungen der Diffe- 
rentialgleichung im Punkte 2 = x bestimmt verhalten, nothwendig und hin- 
reichend, dass die Grade der Coeffieienten P,, P,_1, -:-, P, abnehmen. 
Wenn also m der wirkliche Grad von P,(x) ist, so hat man m = n, und 


P,(x) darf höchstens vom Grade m—n-+% sein. Also ist für v<n 
P} mtk—ı (=) un 0, 
d.h. es sind nach Gleichung (2.) Nr. II die 


Pul2), Pl) + + 3 Pn-ıl%) 


sämmtlich gleich Null, so dass sich die Differentialgleichung (M.) in 
der Form 


h m d’ d" u 
f u Piani Eu Fr 
3 \u) bil < Pn vr dar \ de ) 25 0 


als Differentialgleichung mter Ordnung für die »te Ableitung von u schreiben 
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lässt. Setzen wir also 


| 0.0) = &-- 


(1.) (E+m—n—1)...(&+m—n—v) (m+k—n—v)! 


(£&—-1)(&—2)...(&—%k) a N 1 
= (S+m—-1l)(5+m—2)...(S+m—n)p,;,(2). 

woraus sich nach den Gleichungen (2.), (3.) der Nr. II umgekehrt 

2.) > Dr HD) Em —n—1)...(E -m—N - ) 1% ne jV für k- i ). 
Pi ‚uw m+n—h)! (5-15 2)...(5—k) ’ TP,;(e) für k Z 0 
ergiebt, so kann die Differentialgleichung mter Ordnung 


. a ET 
(E.) z,\u) = Ze ),(%) she —- A) 


dz’ 


13 - 


an die Stelle von (Xl.) treten. Denn aus den Formeln der Nummern Il 
und III erhalten wir die Gleichung 
(3.) D,((3-z2)*"') = E,((3-2)*""), 
und wenn 
(0), Eh g) 
den adjungirten linearen beziehungsweise den begleitenden bilinearen Diffe- 
rentialausdruck von E,(w) bedeuten, so haben wir 


(4.) D,( / v(@-2)'"dz) = E,((3- a)", 0)+ / (s- 2)" El(o)dz, 


7 


we)dx. 


(9.) E,( /w(s-2)*"" de) = D,(g- 2)", w)+ / 3— x)‘ 'D' 


» 
/ \ \ / e\ 


Folglich stellt 


(6.) y= [v(&— a)’ da 
L 
eine Lösung von (A.) dar, wenn 
(E'.) E.(v) = U), 
m Bl. ’ Em ai 
(7.) irn E.((2— x)" ,v)ds = (0, 
L 


ist, und umgekehrt haben wir in 


(8.) u= /Sw@-a)t" de 
A 
eine Lösung von (E.), wenn 
(A’.) D.(w) = (0, 
"d \E-ı 
(9.) / Fe D,((-x)""', w)de = 0 
A 


ist. 











110  Schlesinger, Integration lin. Differentialgleichungen durch Quadraturen. 


Die Differentialgleichung (E.) hat die besondere Eigenschaft, dass ihre 
Ordnung mit dem Grade des Coefficienten der höchsten Ableitung übereinstimmt. 
Die Form der Gleichungen (1.) bis (5.) lässt erkennen, dass der Fall eine 
besondere Beachtung verdient, wo auch in der Differentialgleichung (A.) 
die Ordnungszahl » dieselbe ist wie der Grad m des Coeffieienten der 
höchsten Ableitung, denn alsdann ist die Reeiproeität zwischen den Diffe- 
rentialgleiehungen (A.) und (E.) eine vollkommene. Es ist nämlich für 
m = n der Üoefficient P,(x) der kten Ableitung von y in D,(y) vom kten 
(Grade, und wir können demnach die Beziehung zwischen den Differential- 


gleichungen (A.) und (E.) in elegantester Weise dadurch zum Ausdruck 
bringen, dass wir sagen: wenn 


D /r &E—1)...(&—k ; 
Pa) = NE EN pe), 


0.) = (1 EDEN Ga) 


gesetzt wird, so ist 
a \k% Plk-v)/ 
0,02) = Z(-16, Pine), 


ki) 


mm 


\ “ . \y ’ . k = 
f, (x) — 2(- 1)’ 2 1 0% (a J* 
ya 


d. h. die beiden Differentialgleichungen 


NG d’y 
= P; (€) dı* 


sind einander adjungirt. Der durch die Gleichung (C.) dargestellte Ver- 
tauschungssatz nimmt die einfache Form an 
(10.) D,((2—-2)"') = E,((s-2)"). 

Wenn m >n sein sollte, so können wir z. B. dadurch, dass wir y 
gleich der (m—n)-ten Ableitung einer neuen unabhängigen Variabeln setzen, 
eine Differentialgleichung herstellen, deren Ordnungszahl gleich m ist, und 
die, nebst einer ganzen rationalen Function (m—n)-ten Grades von = mit 
willkürlichen Coeffieienten noch » Lösungen besitzt, deren (m—n)-te Ab- 


‘ leitungen ein Fundamentalsystem der gegebenen Differentialgleichung bilden. 
Wir wollen darum im Folgenden zunächst voraussetzen, dass 


m =. dv 
-=0 und 30,() -=( 
v—ı 


der 


n—= N 


sei, und dann in der No. VI noch besonders auf den Fall eingehen, wo in 
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der gegebenen Differentialgleichung (A.) die Coeffiecienten gewisser erster 
Ableitungen verschwinden. 
V. 

Wir fügen jetzt den in der vorigen Nummer über die Beschaffenheit 
der Differentialgleichung (A.) gemachten Voraussetzungen noch die Annahme 
hinzu, dass (A.) der Fuchsschen Klasse angehören möge. Sei dann der 
Coeffieient P,(x) der höchsten Ableitung in seine linearen Factoren zerlegt 


(1.) P; (x) n (2—4,)“ (2 — 0)". = (£ di af 
B> 0, = Mm, 
=] 


so muss, damit der singuläre Punkt 2 =a, eine Stelle der Bestimmtheit für 
die Lösungen von (A.) sei, der Factor z—a, in P,„_,(x) mindestens zur 


“ 


(a,—1)-ten, in P,„_.(x) mindestens zur («,—2)-ten u. s. w., in P,_,+(z) 


mindestens zur ersten Potenz enthalten sein. Bezeichnen wir durch 
Pays Pi +0 Om 

die Wurzeln der zu 2=a, gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, 
so sind bekanntlich m — «,; derselben mit den Zahlen 0, 1, 2, ...., m—a,—1 
identisch, und die zu diesen als Exponenten gehörigen Elemente des ka- 
nonischen Fundamentalsystems verhalten sich in der Umgebung von 2 = a, 
regulär, wenn keine der «, übrigen Wurzeln eine positive ganze Zahl 
grösser als m—a,—1 ist. Um Complicationen aus dem Wege zu gehen, 
die das Wesen der anzustellenden Ueberlegungen nicht berühren, wollen 
wir überhaupt annehmen, dass für alle singulären Punkte a, die Grössen 

0, (a =, 2, ..., @;) 
weder ganzzahlig noch auch um ganze Zahlen von einander verschieden 
seien. Dann enthalten die Entwiekelungen der Elemente 

Yin er... 
des zu 2 = a, gehörigen kanonischen Fundamentalsystems in der Umgebung 
von e=a, keinen Logarithmus und haben also die Form 

(2.) y. = (2-a)"B,(zla) B.(a,a;) #0, (@=1,2,...m) 

wo B,,(z|a,) eine nach positiven ganzen Potenzen von 2 —a, fortschreitende 


oewählt worden. dass 


keihe bedeutet. Die Bezeichnung ist dabei so g 


m 


(3.) Via — U), Pia, +? — . . . .. 0 _— M— 0; Dr | 
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Multiplieiren wir die linke Seite von (A.) mit dem Factor 
(4.) x(2) = IL („-a) * 


so lauten die Wurzeln der zu e=a, gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung für die adjungirte Differentialgleichung von 


(9.) x) D, (Y) 
bekanntlich *) 
u 5 aaa 1. (a I m) 
Die adjungirte Differentialgleichung von (5.) ist nach dem Reeiproeitätssatze 
der Herren Thome und Frobenius 
ff. \ Fr 
die zu 2=a, gehörige determinirende Fundamentalgleichung der zu (A.) 
adjungirten Differentialgleichung (A’.) hat also die Wurzeln 
(7.) 0, = m—-a,—0,—1. (@=1,2,..,m) 
und die zugehörigen Elemente des kanonischen Fundamentalsystems haben 
die Form 
(8) v. = @-a)"B,(ela), W=hnm 
wo R,.(xla,) eine nach z-—.a, fortschreitende gewöhnliche Potenzreihe be- 
deutet, die für e=a, nicht verschwindet. Insbesondere sind die 
W;,u;+k (k=1,2..., m-a;) 
in der Umgebung von x =a, regulär und gehören zu den Exponenten 
Our = M—0,—Ä. 
Es sei nın » das allgemeine Integral der Differentialgleichung 


(A'). Wir betrachten (vergl. Nr. III) die über die von e=Z ausgehenden 
Schleifen s,. $), - . ., s, erstreckten Integrale 


[ w(@-2)'"de. G=0,1,2,..., 0) 


Ss: 
ı 


Sei b, ein Punkt in der Umgebung von a, und bezeichne s, die von 5b, aus 
um x =a, herumgelegte Schleife, so ist 


[ w(s-a)' "de = [" (w-Iw)(s-—a)"dr+ [ w(@-e)' "dr, 


8; 
' 


*) Fuchs, dieses Journal Bd. 76, S. 180. 
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wenn #,w diejenige Lösung von (A'.) bedeutet, in welche sich »® nach 
einem einfachen positiven Umlaufe von z um den Punkt z=a, verwandelt 

















hat, und das erste Integral auf der rechten Seite auf direetem Wege er- 
streekt wird. Sei 


m 
oo = Ec®»,.; 
ai 
also in der Umgebung von 2 = a 
ur; 
= 20 w.+P(ela,), 
a 


wo Vrla,) eine nach z—a, fortschreitende gewöhnliche Potenzreihe be- 
deutet, so ist 


—1 


2)’ "de 





2 ai 


2 \E—1 De . (i) / fa 
[w s-2) "de = 35% J Win(% 
r 


d 


und ferner 
vw = FE cl (w,-—-0,w,.). 
a=] 
Wir haben folglich 


» R; 
en En nl); 
/ w(z—ı) 'dr = zc, Aa 
s; d — 


woselbst 


[ w.(2- x)’ "dx 
” 


gesetzt wurde. — Wir können uns also, was die über die Schleifen 
Sy 834 +. ., 8, erstreckten Integrale anlangt, auf die Betrachtung der Ausdrüke 


beschränken, deren Anzahl gleich m ist. 
Beachten wir, dass x 
we ee 


ist, so können wir A,, in die Form setzen 


1a 


»h: = 2 . 
A. = (1-8) / w.(-2)"de+ /w.(s—- 2)‘ "de. 


Um die über die Schleife s, zu erstreckenden Integrale darzustellen, 
nehmen wir irgend ein Fundamentalsystem w,, %,, ..., ®,, der Differential- 
Journal für Mathematik Bd. CXVl. Heft 2. 15 
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gleichung (A’.) und setzen 


&—1 R 
Z; == Jw;@-») dx; (=1, 2, 2.00 m) 
1) 


dann sind auch die m Integrale 


x e_ =1l,2 .., 0 
zZ. = [w.(s-2)° 'dx (. Ä ) 
$, 


) 


durch Z,, Z,, ..., Z, linear homogen und mit constanten Coefficienten 
darstellbar. 

Wir fragen nunmehr nach den Aenderungen, welche die als Funetionen 
von z aufgefassten Schleifenintegrale A,,, Z, erleiden, wenn die unab- 
hängige Variable geschlossene Wege in ihrer Ebene durchläuft. Singuläre 
Stellen dieser Integrale können nebst den Punkten 


rt a 


nur noch die Punkte 3={ und 3= sein; wir haben also nur das Ver- 
halten der in Rede stehenden Integrale bei einfachen geschlossenen Um- 
läufen von z um die Punkte 


re Dt 

zu untersuchen, und wollen uns hierbei der von Herrn Fuchs begründeten 
„Methode der veränderlichen Integrationswege“ bedienen (bei Herrn Fuchs*) 
sind es die veränderlichen Querschnitte der daselbst betrachteten Riemann- 
schen Fläche), einer Methode, die später auch von vielen anderen Autoren 
bei ähnlichen Untersuchungen angewandt worden ist**). 

Denken wir uns in der Ebene der Integrationsvariabeln x die Punkte 

TORE ORTEEEIEEREHRE PER SEHR © 

nebst den von Z& aus nach den übrigen dieser Punkte hin gelegten Schleifen 
fixirt, und verfolgen dann die Aenderungen der A,,, Z;, wenn wir z ge- 
schlossene Umläufe um a, a, ..., a,, 5 vollziehen lassen. Die von & 
ausgehenden Schleifen, dürfen niemals durch einen der Punkte a,, @,, ..., @,, 3 
hindurchgehen; wenn sich z bewegt, so werden sich folglich auch die 
Schleifen verändern müssen, so wie z auf seinem Wege eine derselben 


*) Dieses Journal Bd. 71. 
**) Hossenfelder, Mathem. Annalen Bd. 4; Jordan, Cours d’Analyse Bd. III; Goursat, 
Acta Mathematica Bd. 2; Nekrassoff, Mathem. Annalen Bd. 38; Broecker, Inaugural- 
Dissertation (Berlin, 1893); u. A. 
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trifft. D.h. also, wenn z eine geschlossene Bahn beschreibt, so treibt es 
die Schleifen (die man sich mit Herrn Nekrassoff zweckmässig als biegsame 
und ausdehnbare Fäden vorstellen mag) so lange vor sich her, bis es un- 
sehindert in seine Ausgangslage zurückkehren kann. Die Aenderung, die 
ein Integral 


[w (3-2) "dx 


hierbei erleidet, hängt demnach von zwei Umständen ab: einerseits von 
der Aenderung des Integrationsweges, andererseits aber auch davon, ob 
gewisse Theile des Integrationsweges innerhalb des von z beschriebenen 
Umlaufes liegen; für die solchen T'heilen des Integrationsweges entsprechen- 
den Elemente des Integrales multiplieirt sich nämlich der Factor 

(3— 2) 
des Integranden mit der Einheitswurzel 


u er 


Verfolgen wir die Aenderung der Integrationsschleifen, wenn z einen 
einfachen geschlossenen Weg im positiven Sinne um den Punkt a, voll- 
zieht, so ist zunächst evident, dass die Schleifen s, für k+i keinerlei Ver- 
änderung erfahren. Dagegen ändern sich s, und s, und zwar in verschiedener 
Weise, je nach der gegenseitigen Lage der Punkte £, z, a. Wenn das 
von diesen Punkten gebildete Dreieck in der durch die angegebene Reihen- 
folge der Ecken bestimmten Richtung so durchlaufen wird, dass die von 
demselben eingeschlossene Fläche zur Linken bleibt — wir wollen diese 
Lage als die Lage I bezeichnen —, so verwandelt sich s, in 


= 
und s, in 
6 = 8‘. 
Dagegen wird, falls die Reihenfolge Z, z, a, eine Umlaufung des Dreiecks 
bestimmt, bei der die Dreiecksfläche zur Rechten bleibt — wir bezeichnen 


diese Lage als Lage II —, die Schleife s, in 


2 


5 ee 


Li 


—1 


i 


und s, in 


2 BE | 
%, = 88 


übergehen. — Bemerken wir gleich, dass, wenn wir uns den geschlossenen 
15* 
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Weg von z unendlich nahe um den Punkt a, herum gelegt denken, nur 
der in unendlicher Nachbarschaft von a, befindliche Theil der Schleife s; 
beziehungsweise der in unendlicher Nachbarschaft von 3 befindliche Theil 











der Schleife s, innerhalb dieses Weges verbleibt. Der auf diesen „Schleifen- i q 
kopf“ bezügliche Theil des Integrales liefert aber im allgemeinen einen 8 s 
unendlich kleinen Beitrag, so däss wir also die Aenderung des Integranden , 1 
bei Umläufen von s um die Punkte a, ausser Acht lassen können. — Be- 0 
zeichnen wir durch #;,f(z) dasjenige, was aus einer Funetion f(z) von z | | | 


wird, wenn die unabhängige Variable einen einfachen Umlauf im positiven 

Sinne um den Punkt a, vollzieht, so ist demnach: 
u f 
für die Lage | | 

0.A,.= / w.(s-x)’' dx — Jwug-a)"+e / w.(s- a)" de 


« 
3, 


d 
t 


+88, /w. (3—-z)' "de, 
— 


d.h. nach einfachen Umformungen 
(9.) 0,A,, RnB EA,, +(1-8,)2.> 
und analog 


(10) 02, = Z,+(e-E) [ w,@-a)"de-: / (w;-0,0,)(s-2)' "de; 


sn 


insbesondere hat man 


(11.) 6,2. = (l-e+8e,)2.t+(-E)A,. | 
Für die Lage II ist ebenso 
(12.) 0,A,, u (l—:,+88,)Au.+(&,—&,)Ziu> 


a) en ee / wa)" de— / (w;- d,w,)(3— x)" "de, 


und insbesondere 


(14.) 0,7. — &,2ut+ (1-8) A... 
Dagegen ist für beide Lagen 
(15.) 0A = Aus (a=1,2,.., 0) 


wenn i+%K ist. 
Lassen wir nunmehr z einen Umlauf im positiven Sinne um & voll- 4 
ziehen, so verwandelt sich jedes s; in i 


$; =— $) 5,8), (i=1, 2,0. 0) 
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während die Schleife s, ungeändert in ihre Ausgangslage zurückkehrt; und 
zwar gilt dies gleichmässig für beide Lagen I, Il. Denken wir uns aber 
den Umlauf von z unendlich nahe an den Punkten «a, @, ..., a, vorüber- 
seführt, so liegen sowohl die Schleife s, als auch die sämmtlichen Schleifen 
s,, mit Ausnahme ihrer in unendlicher Nähe der Punkte a, befindlichen Theile, 
innerhalb des von 3 beschriebenen Umlaufes. Es wird sich also der Inte- 
orand der A,,, Z, mit dem Factor & multiplieirt haben. — Bezeichnen wir 
durch ein vorgesetztes # die dem in Rede stehenden Umlaufe von z ent- 
sprechende Aenderung einer Funetion dieser Variablen, so ist also 


HA. = | [ w.@-2)"de+: 5 / w.(@-2)"de +.'e, /w,, 3— rc)’ de 


Bi N | 

d.h. nach einfacher Reduetion 

(16.) HA, — A.- 1-e,)Z,. ( = e 2 06 “ 
und endlich 

(17.) 0Z,;, = eZ,.. (B=1,2,...,m) 

v1. 
Ist eine Differentialgleichung mit ganzen rationalen Coeffieienten 
. n Ir 
1) 0.0) = En = 


vorgelegt, wo p,„ eine ganze Function mten Grades bedeutet und m > n ist, 
so gehen wir von derselben zu der Differentialgleichung 


(A) D.) = ZR)TE = 0 
über, indem wir 
(2. =, D.(W=r0.0) 
setzen, wo y eine beliebige Constante bedeutet, so dass also 
Pun_.(2) = Yp, @=0 1..." 
P,(x) = 0 A < mn) 


ist. Die Differentialgleiehungen (1.) und (A.) gehören offenbar gleichzeitig 
zur Fuchsschen Klasse; wir nehmen an, dass dies der Fall sei. Man hat 
dann nach dem Reeciproeitätssatze zwischen den adjungirten Differential- 
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ausdrücken der linken Seiten von (1.) und (A.) die Beziehung 


' a ' 
8) D.(w) = (-Ury ET 8,0) 








und die Beziehung von Lagrange 


' d 
nimmt die Gestalt an 


dr- n 


[ra ZE)--y EN] = 0. N 


Da nun direct 

















al) - ZN = N) 


gm n 
ist, so haben wir, wenn für f eine willkürliche Lösung wo der Differential- 
sleichung 


(A'.) D,(w) = 
genommen wird, 
d d dung 
de D,(9; ©) . Hz. der- n ) w) 


m— 


(4.) 





+ - 


m—n 
| dx 


(+0,04 +0,02” Y, 





WO Co, Ey >25 Cum Integrationsconstanten bedeuten, die sämmtlich ver- 
schwinden, wenn die Function w auch die Differentialgleichung 


(5.) 0.0) = 0 
befriedigt. 
Sei nach wie vor 


0 
yp.@) = P,(@) = I(@-a)“ 
und mögen 
Kın Far 0 Fan 0, 1 2.2. .n-a—1l 
die Wurzeln der zu 2=a, gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung 
von (1.) bedeuten, so sind die nicht nothwendig ganzzahligen Wurzeln der 
entsprechenden determinirenden Fundamentalgleichungen für die adjungirten 
Differentialgleichungen von (1.) und (A.) 
0, = —r.tn—a—l, (a=1,2,..., a) 
zu denen für die Differentialgleichung (5.) noch die ganzzahligen Wurzeln 
0, 1 22. 0 n-a-l, 
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für die Differentialgleichung (A’.) nebst diesen noch 
n—O, :.:., m—a—l 


hinzutreten. Diejenigen Elemente des zum Punkte e=a, gehörigen kano- 
nischen Fundamentalsystems, die zu den Wurzeln 


0.) (A=12..0)% 0, 1, 2.2... n-a—] 


ia 
der determinirenden Fundamentalgleichung als Exponenten gehören, sind 
für die Differentialgleichungen (A’.) und (5.) dieselben. 

Diese einfachen Bemerkungen in Verbindung mit der aus der Glei- 
chung (2.) und aus (10.) Nr. IV direct folgenden Gleichung 
or KDla-") = rE-D..E+0-m)l-1"*0.l@- 2) 

\ .) | Br E,((3—- 2)*"') 
genügen um zu zeigen, dass die Differentialgleichungen (1.) und (A.) im 
wesentlichen auf dieselbe Differentialgleichung (E.) führen, und dass sie 
beide die Integration von (E.) bewirken, ebenso wie auch umgekehrt (E.) 
zur Integration von (1.) sowohl wie von (A.) dienen kann. 

Nimmt man in (1.) „=1, so muss jedes der «, gleich Eins sein, 
wenn die Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse angehören soll. Die 
Coefficienten der zugehörigen Differentialgleichung (E.) ergeben sich aus 
den Gleichungen (1.) der Nr. IV nach leichten Umformungen in der Gestalt 
0,6) = — LIT pe ser —1D,_ +Pr FIG )E-r—I)_,_. 

(&—1)...(£&—m+]1) ! 
es ist also in diesem Falle (E.) die Tissot-Pochhammersche Differential- 
gleichung, der die sogenannte allgemeine hypergeometrische Reihe genügt*). 
Indem wir die Bezeichnungen der Nr. V anwenden, ist also o= m, und wenn 


amt (x) FE - Pi 
Pn(z) bi k=ı 7A; 
sesetzt wird, 
- u / In —1 
(7.) vo, = (2-a (2a)... (2-a,)” =w,, G=1,2%....m) 


d.h. gleich der Lösung der Differentialgleichung 


d : 


ar 


&3 


zu nehmen, während sich das allgemeine Integral der Differentialgleichung 


*) Pochhammer, dieses Journal Bd. 73. 
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(A’.) in der Form 
vo = (2-a,)""..(2-a,)"" Ic+ art hen de 


(2—a,)P... 
darstellt, wo c, &, €, ..., „> wWillkürliche Constanten bedeuten. Es 
ist also 





Ay = Sw@-2)-"de; Zu = / wı(z — de Be Z, G=1,2%... m) 
8; $) 


und die Aenderungen, welche diese Integrale bei Umläufen von z erfahren, 
ergeben sich aus den allgemeinen Formeln der vorhergehenden Nummer, 
indem wir daselbst 

&, = Pia: G=1,2,..., m) 
Sind die A}, Ps, -.-, P,„ und & rationale Brüche mit dem kleinsten 
gemeinsamen Nenner N, so ist (E.) die Differentialgleichung der die Perio- 
dieitätsmoduln des zu einer binomischen Gleichung N-ten Grades gehörigen 
Abelschen Integrals 


/ (x — 4)", ..(2—-a,)” (2-3)°" de 


als Funetionen des Verzweigungspunktes z Genüge leisten*). Für 

ei guet 
haben wir in (E.) insbesondere die Differentialgleichung für die Periodieitäts- 
moduln eines Systems von hyperelliptischen Integralen erster Gattung wie 
sie zuerst von Herrn Fuchs**) aufgestellt und behandelt worden ist. Nimmt 
man m=2, ,=0, ı,=1 so ergiebt sich die Legendresche Differential- 
gleichung zweiter Ordnung für die Periodieitätsmoduln des elliptischen 


Integrals 
[ d.r 


Yz(z—-1)(@—2) 
wir kommen auf diese besonderen Fälle in der Nr. VIII zurück. 


setzen. 


v1. 
Wir knüpfen an die Untersuchungen der Nr. V an und wollen nun- 
mehr die Frage erörtern, ob zwischen den 2m Integralen 
IRELH. D 
Au, ee) 
Z; Brei ze 
*) Mit dieser Differentialgleichung beschäftigt sich die bereits erwähnte Inaugural- 
Dissertation des Herrn Broecker. 
**) Dieses Journal, Bd. 71. 
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eine homogene lineare Beziehung mit von z unabhängigen Coefficienten be- 
stehen kann. 

Zunächst ist ersichtlich, dass im allgemeinen weder zwischen den 
a, über die Schleife s, erstreckten Integralen A, (e=1,2,...,«,) noch 
zwischen den m über die Schleife s, erstreckten Integralen Z, (# = 1,2,..., m) 
eine homogene lineare Beziehung möglich ist, da ja die bei der Bildung 
dieser Integrale benutzten Lösungen w,, (@e=1,2,...,«,) beziehungsweise 
wo; (?=1,2,...,m) der Differentialgleichung (A'.) linear unabhängig sind. 

Es kann aber auch keine lineare homogene Combination der 
A. kam 1,8...) 


(1.) YıdatyAat +7, Ai, 
gleich einer homogenen linearen Verbindung der übrigen 
A,;; (k + MEER 2.) 


sein. Denn wäre dies der Fall, so müsste zufolge der Gleichung (15.) 
Nr. V der Ausdruck (1.) ungeändert bleiben, wenn z einen einfachen Um- 
lauf um den Punkt a, vollzieht, d. h. es müsste 


a 
i 


ur 
Ö. Ay A — y' As A 
i P> u; ia a**ja9 


— ÄÜ 
am a—] 


also nach den Formeln der Nr. V (8. 116) in der Lage I, 


[74 i 


EyY\1-9A,-(1-8)2Z. > 0. 


ıa\ 
ac»] 


in der Lage II, 


0. 


( \ / Bi : 
2 V aEia ‚Al —E) Au — (1-8,)2a Sen: 0 
a] 


sein. Nun ist aber, wenn wir 


(2.) (1-2)A,—-(1-8,)Z. = u, 


ia) 
setzen, für beide Lagen 

(P.) d.u,, un EEE, Uns 
und hieraus schliesst man in bekannter Weise*), da die e,, als von ein- 
ander verschiedene Grössen vorausgesetzt wurden, dass zwischen den «,, 


(@=1,2,..., @,) keine homogene lineare Beziehung mit von z unabhängigen 
Coefficienten bestehen kann. 


*) Fuchs, dieses Journal Bd. 66, S. 134. 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. 16 
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Es sind also die m Integrale 
nt, 2.55 0 
Au fe A .,) 
linear unabhängig. 
Sollte endlich eine lineare homogene Combination dieser A,, gleich 
einem Z sein, d.h. 


l 


. % 
P> 3 Y:. A 


i=la=l 


Z= /w@-2) "dr 


so müsste diese Beziehung auch nach einem beliebigen Umlaufe von z be- 
stehen bleiben; die Differenz 


(3.) Z— 5 3 Yın Ara 


il a= 


dürfte also bei keinem Umlaufe von z eine Aenderung erfahren. Nun 
bleiben aber bei einem Umlaufe um a, die A,,, wenn ö+rv ist, ungeändert, 
also müsste 


(4.) 9,(Z- Ey, = Z- z YraAva 


sein. Denken wir uns die Lösung ® von (A’.) durch das zu 2=a, ge- 
hörige kanonische Fundamentalsystem dargestellt: 


m “ 


(9.) wm P: ce w,;, . 3 c® wo. +B; (x |a,), G=1, 2, ..0) 


a—] a1 


wo die ci’ Constanten, die ®;(z|a,) in der Umgebung von z=a, reguläre 
Funetionen bedeuten, so ist 


(6.) Jw@-a) de = 5 ce) A, 


ai 
8; 
i 


und 
w—#,w z erii— &;,) W Win: 


Nehmen wir nun um die Vorstellung zu fixiren an, dass sich & und z mit 
jedem der Punkte a, etwa in der Lage I befinde, dann ist zufolge der in 
der Nr. V abgeleiteten Formeln 


0,Z = = B+e-) ED Aue 3 cl (1-2,)Z, 


AZ a= 


— Z+tes 5 Vu, 


a1 


A 


87° U;u ® 
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Das Bestehen der Gleichung (4.) ist also gleichbedeutend mit 


Zr ri 
€ P> cu.+ 2 Yia%io anf 0, 


a—1 a=l 
und hieraus folgt, da die «, (@e=1,2,...,«,) linear unabhängig sind, mit 
Nothwendigkeit 


(7) Ya = —ech). 6222772) 
Die Differenz (3.) bleibt also dann und nur dann bei allen Umläufen von z 
um die Punkte a,, a,, ..., a, ungeändert, wenn die Constanten 7,, durch 
die Gleichungen (7.) bestimmt werden. Wir fragen nun weiter, kann diese 
Differenz, d.h. kann 


o % > 5 o . 
(8) Z+e 3 3clA, = /w (z—z)"de+e N /w (3—ı)"dr 
=) a==] « il « 


l 


auch ungeändert bleiben, wenn z einen Umlauf um den Punkt Z vollzieht? 
Da sich bei einem solchen Umlaufe von z das Integral 


'dx 


| [w (3—2)° 


g:» 
i 


nach den Ergebnisen der Nr. V in die Differenz 


[e(@-z)"dr— / (w—-4,w)(3— x)‘ "dx 


8: 
ı 


verwandelt, so wird die Summe ($8.) in 


» [#j 4 j> 
EM En en ei z Kg 
£ / w(s-x)} 'de+e®} [e@-2): Ide-: 3 /(w-4I,w)(3—- x) "dr 
‚ — . 1 ® 
8 si 


übergehen. Soll dies mit (8.) übereinstimmen, so muss also 


. 


/ Te-Dw-: E(w-)|(s- 2)’ "de — 0 
i i—1 „ 


und folglich im allgemeinen 


(9.) BSH; z= est. 0 
1 < 


sein. Wenn umgekehrt ein Integral » dieser Gleichung genügt, so ist die 
Summe (8.) in der ganzen z-Ebene unverzweigt, also zufolge der analy- 
tischen Beschaffenheit der Funetionen Z und A,, eine rationale Function von z. 

Sei nun ©, !ı, ..., 


m 


ein beliebiges Fundamentalsystem der zu 
(A.) adjungirten Differentialgleichung (A'.) und 


. ) = 12... a) 
0,w, = Fa Wi, j-12 ) 
- ET 
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so dass also 

a7 =. (eb) KERERR ) 
die zu diesem Fundamentalsysteme gehörigen Fundamentalsubstitutionen be- 
deuten. Soll dann ein Integral x 
2 di 


w = 50; | 
i-—1 st 


so bestimmt werden, dass € 
0 
d al 
S9w = dw 
i==1 } 


ist, wo Ö eine Constante bedeutet, d. h. soll 


. 
> 
Ur ‘ l 


m m 0 E u 
202% w, Sal = 02 C,Ww; 7: 
im} kai i=1 k=1 | \ 
sein, so müssen die Uonstanten &,, &, ..., c„ den Gleichungen A 
m [#7 el 
- C, = o)—dce, = 0 k=1,2%...,m) < 
i= i= 
genügen. Es muss also d eine Lösung der Gleichung | di 
el 
0 r 
(10.) P} a) — dd), — 0 ae 3,2 „0 
i==1 
sein, WO ın 
AR — (0 für ) + k, Ö,, — 2 
gesetzt wurde, und es ist leicht einzusehen, dass diese Gleichung (10.) un- ” 
abhängig ist von der Wahl des Fundamentalsystems w,, w, ..., %„”). x 
Sei in der That 
eo = zZ ParW, G=-l2..n 
ein mit ®©,. %s, ..., ©, durch die Substitution 
(Par) ze B (= 2...) of 
verknüpftes Fundamentalsystem, so lauten die zu w,, %, ..., ®„ gehörigen d 
Fundamentalsubstitutionen 
A") = BAU B", 
d.h. wenn 
B- = (Bi A» —— (of (A, kn, 2, ..., M) 
gesetzt wird, so ist | zZ 
‚nu m a y 
iR Pe = s Puh, Pix 
g=1 h= 


*) Vgl. Fuchs, dieses Journal Bd. 66, S. 133. 
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und folglich auch 


RE Mi m 0 (i) J' 
1 - 


i=1 g=1h: 1 


hieraus folgt aber die Invarianz der Gleichung (10.), wenn man die «/; durch 


die « ersetzt in ähnlicher Weise, wie die Invarianz der zu einer Sub- 
stitution gehörigen Fundamentalgleichung bewiesen wird. Die Gleichung 
(10.) hängt also ausschliesslich von der Natur der Differentialgleichung (A.) 
ab, und es wird demnach nur für ganz besondere Werthe von $ die Grösse 


l—-:2+08 
€ 

eine Wurzel Öd dieser Gleichung sein können; im allgemeinen wird sich also 
kein Integral w angeben lassen, welches der Gleichung (9.) Genüge leistet. 
Aber selbst für die besonderen Werthe von &, bei welchen die Bestimmung 
eines solchen Integrales » möglich ist, wird die mit demselben gebildete 
Summe (8.) nicht nothwendig identisch verschwinden. Wir können also sagen, 
dass im allgemeinen keine homogene lineare Verbindung der A,, gleich 
einem Z sein wird, und damit ist zugleich bewiesen, dass die 2m Integrale 

dis Z; (e1,2.,0 ael2..u0; Bel, 2...) 


im allgemeinen linear unabhängig sind. 
In dem am Schlusse der Nr. VI erwähnten Falle, wo (E.) die Diffe- 
rentialgleichung für die Periodieitätsmoduln eines elliptischen Integrals erster 


(sattung darstellt, ist z. B. 


/ | da gr dx dr 
” Yel@-1)@-2)'"  Ve@-De-2) > Yel@-1)@-e) ' 
1 — 
/ Re 77 
Pr Ye(z—1)(®—:) yz—1+Yyzx 


ein solches System von 2m = 4 Integralen; man kann leicht direet sehen, 
dass dieselben linear unabhäng sind. 


VII. 
Wir stellen uns nun die Aufgabe, Systeme von 2m Constanten 
Ya Y (ara... ael2..0; Bei... m) 
zu bestimmen, für welche die Summe 
eo  % 
(1.) . Ale - = Yia Au+&7;2; 


eine Lösung der Differentialgleichung (E.) darstellt. 
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Zufolge der Gleichung (5.) Nr. IV ist, wenn © eine Lösung der 
zu (A.) adjungirten Differentialgleichung (A’.) bedeutet, 


(2.) E.( / v(s-2)"de) = | faD(@-), w), 


Der auf der rechten Seite dieser Gleichung auftretende bilineare Differen- 
tialausdruck 
E_ m v—l d’(P,w) drI1(2—2)5 —1 
D,((s—®)' ; w) = == Br de’. der —-! 


hat die Gestalt 
. > m—1 v j 
D.(&-2)°", 0) = @-2)" 2-2) EPu@ we), 
v=U L.==U 


wo die P,,(z) ganze rationale Functionen von x bedeuten, die sich aus den 
Üoefficienten P,(x) der Differentialgleichung (A.) und aus deren Ableitungen 
zusammensetzen, und (x) den Werth der Aten Ableitung des Integrals 
vw im Punkte = darstellt. Es ist folglich nach (2.) 


E,(A.) = /AD,(@-2)", w,)= (s-E)” 3 (s-L > ZP,C«. Der), 


1a 


Ss i 


m—1 


1,(2,) = J AD,(@-.)", w,;)=(3-E)F"(e—1) E (s-[) 5 P,DwY(d), 
h vi) 


und daher 


W) = @-OmE@-Ly ZPKO|E Zru. No) 


a 


—_ 


mi 
/ ' „Ay /eN! 
+(e—1) = Y:%; 9)E 


Soll dieser Ausdruck identisch, d.h. für jeden Werth von z ver- 
schwinden, so muss 


Oo 0 


(3.) R: 5 Yu&u.-Dwid(D)+(e—1) BE) vuy()=0 Q=%12...,m-ı) 


1 a] Bi 
sein. Dieses System von m linearen homogenen Gleichungen für die 2m 
Unbekannten y,,, /; ist vom Range m, weil die Determinante 


|e New (&)| a 
als Determinante eines Fundamentalsystems in dem regulären Punkte e={ 
einen von Null verschiedenen Werth hat. Das System (3.) besitzt also 
nach dem Hauptsatze der Theorie linearer Gleichungssysteme genau m 
linear unabhängige Lösungssysteme; die mittelst derselben gebildeten Aus- 
drücke « stellen folglich — da, wie bewiesen wurde, die A,,, Z; linear unab- 
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hängig sind — ein System linear unabhängiger Lösungen der Differential- 
gleichung (E.) dar. Wir haben also in der T’hat aus den Schleifenintegralen 
A, Z; ein Fundamentalsystem von (E.) zusammengesetzt. Es verdient 
hervorgehoben zu werden, dass die so gewonnenen linearen Combinationen 
jener Schleifenintegrale als Lösungen von (E.) sich nur in den Punkten 
Ay, Ay, 2. +, d,, © verzweigen können, während, wie wir gesehen haben, die 
Schleifenintegrale selbst, auch noch in z3={ eine Verzweigungsstelle haben. 

Denken wir uns die Integrale » 
©, Way +. ., @, dargestellt, 


durch das Fundamentalsystem 


10. 


W: 


[274 


7 Mic N Mir ı Be 
= I HIN ++, 


m 


und nehmen in den Gleichungen (3.) 
’£ Tas Yos, (#=1,23,...,m) 


wo k eine bestimmte der Zahlen 1,2,...,0, v eine bestimmte der Zahlen 
l, 2, ..., &, 7 eine Üonstante bedeute. Dann erhält das System (3.) 
die Gestalt 


0 %; 


E. AN Lu en.’ we 
E 3 Y.(&.-Duoid D+rrle-Vu(d) = 0, 


j=1 ai 


und diese Gleichungen werden offenbar durch die Werthe 
Ya =V für i+k, dry: Ykv = u / F == 1— &,, 
befriedigt, die das Integral 
(4.) u, = (1-29)A4,—-(1-8,)Z, 
der Differentialgleichung (E.) liefern. Dieses ist nach Gleichung (8.) Nr. III 
nichts anderes als das über die Doppelschleife 
8,808, 80 


erstreckte Integral 


(ww(z — 1) 'dr, 


“ 


und es kommen also auf diese Weise für k=1,2,....0:v=1,2,..., «, die 
über die a Doppelschleifen (6.) Nr. III erstreckten Integrale zum Vorschein. 
Wenn & nicht gleich Eins, d.h. £ keine ganze Zahl ist, so sind diese m 
Integrale «,, auch linear unabhängig. Die m Coeffieientensysteme y,,, /s, 
die zu denselben führen, bilden nämlich ein System von 2m.m Grössen, in 
welchem die aus den m’ Grössen y,, gebildete Determinante den Werth 


(e—1)" hat; diese m Systeme y,, y; sind also linear unabhängig, wenn 
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e+l ist. Ist 2=1 und & eine negative ganze Zahl oder Null, so sind in 
(3.) die 4, Y% »»., 7. willkürlich, d.h. wir haben in Z,, Z,, ..., Z, ein 
Fundamentalsystem von (E.). Für £=0 ist (E.) nach Nr. IV die mit der 
unabhängigen Variablen z geschriebene adjungirte Differentialgleichung 
von (A.); in diesem Falle sind die Z, einfach die Darstellungen der w;(z) 
durch das Cauchysche Integral 


1 | , & 
w,(2) = - ——Z,=— er /w; (z)(z—- x) "de. 


E7n 


2ay—i 


Wenn 5 gleich einer negativen ganzen Zahl —v ist, so haben wir 


dr’ wz(z — 1) +!v! a | 
ws) _ A 1) | [ w;(&)@- a) "*>dr, 
12’ 2ny—1l - 


und (E.) ist demnach die mit der unabhängigen Variablen z geschriebene 
Differentialgleichung, der die vten Ableitungen der Integrale der zu (A.) 
adjungirten Differentialgleichung genügen. 

In dem in der Nr. VI erwähnten Falle der Tissot-Pochhammerschen 
Differentialgleichung, finden wir die für diese Differentialgleichung schon 
anderweitig bekannten Resultate. 

Um die Werthänderungen der Integrale # von (E.) bei Umläufen 
der unabhängigen Variablen z um die singulären Punkte a,, a, ..., a, zu 
finden, hat man nur die entsprechenden Aenderungen der A,, Z;, wie sie 
in der Nr. V berechnet worden sind, in den Ausdrücken der a anzubringen. 
Für die «,, hatten wir schon in der Nr. VII beiläufig gefunden 


(5.) du, = 88,4, (a=1,2,..., a) 


10.9 


ebenso ergiebt sich, wenn %k von ö verschieden ist, für die Lage I 
Ok 


/PIN au a , a ik 
(6 .) 0, Ua = U;u —(1-—8,)8 P> ur, 


ii 
und für die Lage Il 
Ok | 
.) O,u. = uu—(1-8;,) P> uns 
= 
wo die Uonstanten c/;’ durch die Gleichungen 
(7.) WD;a . P; ww. 
Al 
definirt sind. Dabei ist hervorzuheben, dass man um die Ausdrücke (6'.). 
(6''.) herzustellen, nicht alle Coeffieienten der „Uebergangssubstitution* (7.) 
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zu kennen braucht, sondern nur die o,«, 
(ik) 


@ 500 Bu : er Ar 
ab. 1) r 


C 
derselben. 


Geht man wie in der Nr. VI von der Differentialgleichung ter 
Ordnung 


> . \ d*y 
(8.) 0.) = Epı(®) Br 6 
aus, so stellen, da ja (vgl. No. VI) die w, für «=1,2,..., n die Ele- 


mente des zu e=a, gehörigen kanonischen Fundamentalsystems der adjun- 
girten Differentialgleichung 


(9.) o,(w) = 0 
sind, die Gleichungen (7.) für e=1,2,...,», die zur Differentialgleichung 
(9.) gehörigen Uebergangssubstitutionen dar. Es sind also für en» die 


(ik) 


(ik) 
Con+1 b) . * .. C 


gleich Null. Für »=1, d.h. im Falle wo (E.) die Tissot-Pochhammersche 
Differentialgleichung ist, sind alle «, gleich Eins und alle w,, gleich dem 
durch Gleichung (7.) Nr. VI (8. 119) erklärten e,; die Gleichungen (5.), 
(6'.), (6'.) nehmen also die einfache Gestalt an 


Oi, => Syn, 

u, = uu—(1l—8,)Eu,, 
beziehungsweise 

u = u (ll E,)Uı. 


In diesen letzteren Gleichungen sind die Fundamentalsubstitutionen der 
Differentialgleichung für die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen Inte- 
grale erster Gattung, wie sie Herr Fuchs aufgestellt hat, ebenso wie die all- 
gemeineren, zu Abelschen Integralen mit beliebiger binomischer Irrationalität 
gehörigen, wie sie später von Herrn Broecker gegeben worden sind als 
specielle Fälle enthalten. 

Die Gleichungen (5.) lehren, dass die «, (@e=1,2,..., «,) Elemente 
des zu s=a, gehörigen kanonischen Fundamentalsystems der Differential- 
gleichung (E.) sind. Nehmen wir für © die in der Umgebung von a, ge- 
legene Stelle 5, und beschränken zugleich z selbst auf die Umgebung von 
a,, bezeichnen wir ferner durch /, die von b, aus um die Punkte a, und 
3 herum gelegte Doppelschleife, so können wir in 

u. = [w.(@-a)F"'dx 
7 


ı 
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für w,, seine in der Umgebung von 2 =a, gültige Entwickelung 


1774 





4 \ T tv I) 
o.= 2 d,(2-a,) “ , +0, 


va) 


einsetzen und gliedweise integriren. Es ergiebt sich also 


v—ı 


Rn u ıy e_ 
Yu = 20, /(z-a)" (3-r)’ "de. 
hi 


Machen wir nun in die unter dem Summenzeichen stehenden Integrale die 
Substitution 

ra, = (3-a)t 
und beachten, dass in der Bezeichnung von Euler das über die um die 
Punkte 0 und 1 herum gelegte Doppelschleife (0, 1) erstreckte Integral 


[ea Ndtd = A-EWVA)A-e/)B(p, q) 
(1) 
ist, so erhalten wir die Entwickelung 
ne 2 0,(1-2.)(1-9)B(o.+r +, SICHT) aa 
j. 
Wir ersehen hieraus, dass «,, zum Exponenten o,,+5$ gehört; die zum Punkte 
3 = a, gehörige determinirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung 
(E.) besitzt folglich die Wurzeln 
0. , (1,2. 0) 
und da diese Gleichung überdies durch die Zahlen 0, 1, ...., m—a,—1 be- 
friedigt werden muss, so sind damit die sämmtlichen Lösungen der deter- 
minirenden Fundamentalgleiehungen von (E.) bekannt. Im Falle »=1 er- 
geben sich so die bereits von Herrn Pochhammer berechneten Werthe. 
Seien %,41, - ++, %,, die zu den Exponenten 0, 1, ..., m—a,—1 ge- 
hörigen Elemente des zu 3=a, gehörigen kanonischen Fundamentalsystems 
und möge 


(10.) = Ey, ehe 

)—1 
die zwischen den Punkten a, und a, vermittelnde Uebergangssubstitution 
von (E.) bedeuten, so gestatten die Gleichungen (5.) und (6'.) beziehungs- 
weise (6".) diejenigen Coeffiecienten y{}? dieser Uebergangssubstitutionen an- 
zugeben, für welche 






ist 


un 
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da 


da 


be 
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ist. Aus (10.) folgt nämlich mit Rücksicht auf (5.) 


PR. 


) ale y\ Fr 
Ha %. Ö, Ua Big ( | er &,, J u, )s 
dan 


und indem wir dies mit (6'.) ie (6) vergleichen finden wir 


(11'.) e(l—e,)ch = yW(1-ee,,) 
beziehungsweise ge rg “) 

(11”.) (1-:,)cy = ya(l-ee,,). 
Analog ergiebt sich für die Coefficienten y der Substitution, die 


das zu 3= a, gehörige kanonische Fundamentalsystem von (E.) durch 
das zuz=a, gehörige darstellt 


(12'.) e(1—e,,)ch an vr (l—ee 
beziehungsweise ( rd “) 
(127) (1- €, „Jeir vr (1—8e#,). 


Die Gleichungssysteme (11.) und (12.) liefern eigenthümliche Be- 
ziehungen zwischen den Coeffiecienten der Uebergangssubstitutionen, wenn 
wir beachten, dass die Substitutionen 


„ik (kt)\ 
(c, 9" (ci}?) (a, 4  ) 
einerseits und 
ik)N A r) > 
(Ya ) Var ) (a, A 1, 2, ...,m) 


andererseits inverse Substitutionen sind. 
Für die Tissot-Pochhammersche u a woe=4=] 
zu nehmen ist, können wir (vgl. (7.) No. VI) 


el) — er ce) ER 


setzen; dann ist also z. B. 
yiDyED EM e(1—&1)(1— &ı) 
irn (1—88,)(1—&8,) 

beziehungsweise 
a A—81)(l—&ı) 
Dr [p% ee; 


es) — €&41) 





falls für beide Punkte a,, a, gleichzeitig die Lage I beziehungsweise II 
stattfindet. Hat man für den einen dieser Punkte die Lage I, für den 
andern die Lage II, so ist 


; 3. _ Eell-Eu)(l— Eu) 
(13.) "Zu - Gdesu)li—en). 
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Für m=2 wird die Tissot-Pochhammersche Differentialgleichung mit 
der Differentialgleichung für die Gausssche Reihe F(«, P, y, x) identisch, 
wenn wir setzen 

























+1, P=-(P+P.+5—2), y=—-5—-Pf,+2. 


Un 


4,= 0, dN, = 1, Ge 
Es ist also in diesem Falle 
(14.) &ı, >= erta-I/-1 = ET ——= ER, 


und wenn wir 
%, = 3 "F(a+1l-y, B+1-y, 2-7, 2), 
dı = (1-3) PFl(y-o, y—Pß, y-a—ß+1, 1-3) 











( 
nehmen, so findet bei der von Euler gegebenen Darstellung dieser Lösungen \ 
a 0 
durch bestimmte Integrale für den Punkt z3=0 die Lage I, für den Punkt e 
3=1 die Lage II Statt. Setzt man ; 
‘ 
„\ — NG-DHg-a-B—-1) 
f(e, P, Y) Sr IGr-e- 1) IIy— B-1) , 
so bestehen bekanntlich die Gleichungen 
u. = f(l-a, 1-ß, 2-)uı+P), e 
t, = f(l-eo, 1—-P, y-ao—-P+Duı+Bı(1-3), | 
wo Rz), Pı(l—z) in der Umgebung von 3=(0 beziehungsweise z=1 \ 
reguläre Funcetionen bedeuten. Es ist also | 
Yu’ sg f(l-e, 1-P, 2—y), 0 
= f(l-e, 1-ß, y-a-Pß+1) : 
und folglich e 
yayED = HA-YNG—2) Hy—e—P)Ia+ß—y—1) 
FR I(«—y)II(y—a—1) IKö—y)IIy— 1) i 
Wendet man die Relation 
m 7T 
(15.) ai SL ei aa Dr = 1 ( 
an, so folet | 
ann _ any -a)einny-) _ | | 
Yı Yıı Lu ( 


sinzz(1—y)sinz(y—a—ß) ’ 
und das stimmt zu Folge der Gleichungen (14.) mit (13.) füri=1, k=2 
überein. Man kann also die sich aus den Gleichungen (11.), (12.) ergebenden 
Relationen, gleichsam als eine Verallgemeinerung der Relation (15.) ansehen. 


Berlin, den 15. Juni 1895. 











Sur les polynömes de Bernoull:. 


(Extrait d’une lettre adressee par M. Sonin a St. Petersbourg a M. Hermite a Paris.) 


Je viens de lire dans le nouveau cahier du Journal für Mathematik 
(t. 115, p. 201—208) votre article „Sur la fonetion log/'(a)* et jjai eu le 
orand plaisir d’y rencontrer, comme r@sultat final de vos recherches, une 
formule que j’ai publi&ee en langue russe, au commencement de 1888 dans 
les Annales de l’Universit& de Varsovie. 

Je definis le polynöme de Bernoulli de rang i par l’&quation aux diffe- 
rences finies 

1.) pa+D- ge) = ia“ 

et Ja eondition p,(0) =. 

En changeant dans (1.) x en —x et ajoutant la nouvelle &galite & 
Vancienne multipliee par (—1)' on aura 

Melt) = Ve @d-pA-e) 

ou le premier membre s’obtient du second par le changement de x en I-+r, 
ce qui conduit necessairement & admettre, vu que y,(z) est un polynöme 
entier, 

(—1)p,()—-gp(1—-r) = const. = (1), )-, D)=0, i>1T, 
ou 

2) HA-d)=(-Diele), yl+a)=(-Dipl-a). 
Cette derniere Egalite jointe A (1.) donne 
-1’p-2)-gple) = da, 

d’ott Yon conelut ais&ment que ,(x) a la forme 


i 


DE Be 75 
9,2) = # —- a tae"+tart+---; 
u 1 2 
mais nous ne profiterons pas de cette remarque dans la suite. 
Si l’on considere maintenant l’expression 


v(2) = p" rm 
kA) 
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ol p est un entier quelconque, on remarque tout de suite que w(z) est un 
polynöme du degr& ö qui satisfait & l’&quation 














\ a 
v(e+l)— ya) = pp: (= +1)-9, =) ig | J 


et qui, par consequent, ne differe de „,(x) que par une constante. On 
aura done 





: pi (7 p-1 
8) EEE) -AD) = Mia) u: 
ou la constante A,(p) se determine pour = et sera 
Sn | 
Ap)= = 92) | N 
Lorsque ö est un nombre impair, cette constante sera egale A zero en vertu te 
de V’egalite (2... Pour determiner A,,(p) nous &erivons (3.) ainsi | 
c+k —?ın { - 
A(P) . = a —p' Pri(E) (£ 
et integrons les deux membres par rapport & x de O0 jusqu’a 1. Vu que | d’ 
KH 
1 c+k »D R 
J Pan p )dx - p J Pn(z)de, S 
0 e 
12 re 


nous arriverons A la formule 
A(p) = pll-p” Yf Pın(a)de, 


qui determine la forme de A,,(p) par rapport & p. Quant & liintegrale elle “ 
represente une constante sp£eifigue pour les polynömes de Bernoulli et que 
nous designerons (—1)"B, en sorte que 


So(a)dr = (—1)"B, ‘ 


h | Öi 


et la formule (3.) devient 


(4.) > a) pp) = PP" B 
On aura done pour p=2, en ayant egard & (2.): 
+) 2" rpnle) = 2-2) IB, | 
d’oü Von tire 0 
pour 2=0: 9,(4) = 2(1—-2"”")\(—1)"B,, 
pour 2=4: 9, = (1+2)(1-2")(-1)"B,. € 


Ci 








Sonin, sur les polynömes de Bernoulli. 135 


Ces deux valeurs sont connues: la premiere est due A Jacobi, la seconde 
ı M. Worpitzky (Studien über die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen, 
Journal für Mathematik, t. 94, p. 220). 

Pour p=3 on trouve 


EHE) 3" pule) = BA-3-DB, 
et l’on obtient de lä les deux nouvelles valeurs suivantes: 
pour 2=0: u) =3A-3")(-V'B,. 
pour =4: 9,(4) = 4(1+2'7=” +39" 6) (—1)"B,. 
Il ne parait pas possible de faire d’autres determinations au moyen de la 
formule (4.) 
En differentiant plusieurs fois l’equation (1.) on trouve 


(5.) | pr (z 1) y” (=) Zn G—1)...c—k+1)(i k)a+-' 
2. 
\ \ 


d’ot Yon eonelut 


ya) -idi—1)...i—k+1)Yp,_,(r) = eonst. = „| (0). 


| 
\ 


la \ > Yan . \ 
= tGdi—1)...—k+D Ip (ca +d) pe 


n ) 
Zu Ai 


Si Von integre cette &galit€E par rapport & x de 0 jusquä 1 et qu'on 
remarque qu’en vertu de (9.) 
1 
h 2 — (p%&-) 1/0) — 
[HP ddr = Ye?) (0) = 0, 
u 
on obtient 
| aa 
6-1)... -k+1) / p,(a)de = pP (0), 
0 
ou Yintegrale s’annule en vertu de (2.) lorsque öi—k est impair et sera 
egale A (—1)"B, pour i—k= 2m. L’egalit€ donnera par consdquent 





ge) (0) i in % 
G—2m)! is Sa 1) B,, —_ (9) 1) B,„, 
ce qui eonduit A la representation suivante de y,(®): 
ü ! I— ! i—?2 i i— ! i—b 
p(X) = a — 5 '+(5) B,x -(3) B,r '+(2) u 
i—1 


: ee w : 
ot le dernier terme sera —(—1) Pin, 708 z en cas de ö impair et 


/ 2n\ | Bar 
Dr > )B,_,2’ pour t= 2n. 
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D’apres cette determination la formule 











1 
S 9nla)de = (-1'B, po 
0 
donnera 
1 1 , /2n\ B, 2n\ B, „f 2n a m. . 
Tree u EYE ui Pr eis eed VA EHEEN ei We 
ce qui ne differe que par la forme de la relation r&currente qui determine 
successivement tous les nombres de Bernoulli B,. Une autre relation &qui- 
valente donne l’Egalite 
| 
| Pl )de = 0, 
qui se r&eduit simplement A Q;,,.(1) = 0, vu que (2) = Yuee) | / 
jul Ss I a Pon+2 , Pzu+1 In+?2 x( 
Soit maintenant f(z) un polynöme entier queleonque du n'"* degre. ‘ 
En developpant f(y+h+axh)—f(y+zxh) suivant les puissances de x on aura | 
n 2 hip! | (V 
f(y+h+ah)—f(y+zah) = > fly Hk) - FH) GI 
1 — . ge 
ou il suffit de remplacer x’ par unse Yan. i pour conelure que la 
difference | ot 
Ku+zh)— Ef PHP 
e—=1 . 
est constante par rapport A& x et Eegale & f(y) pour =0. Done 
er, | pü- ” 1 Fil®) 
(6) fytzh) = fr ZIEHT nu 
h qu 
Nous substituons 1—x au lieu de x et ajoutons les deux formules, en ayant > 
egard & (2.), ee qui nous donnera: 22 
f(y+ah)+f(y+h—xh) f(y+h)+f(y) 
2 ee 2 
(7.) [3 
rl (2m—1) (?m—1) I 1n?m—1 2m(%) ” 
rz ıf (y+h)—f (y)| h "@m)i ’ j 


nı ,; . n 
5 etant le plus grand entier contenu dans —- 
Les formules (6.) et (7.) peuvent &tre considerees comme relations 
reeurrentes generales qui lient entre eux les polynömes de Bernoulli. Pour 
les determinations speciales du polynöme f(z) on en tire une foule de rela- 


tions partieulieres dont chacune fournit quelques relations entre les nombres 
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de Bernoulli soit en posant =}, 4, 1, 1, soit en la divisant par x’ et 
posant 2=0, soit enfin en lintegrant entre les limites 0 et 1. 
On trouve par exemple en posant y=0, h=1, f(x) = r(z—1)', 


«(z-1) = 5 E FERN Pan . 


17 
m=|5r)+]1 


d’ou V’on tire 
pour r=1: z(c—1) = pe), 


pour r=2: r(ez—-1) = y,(e). 


pour r=3: z(z—-1) = ple)+Ly,(le), 
pour r=4 zr(z-1l) = „le)+ty (le), etc. 


Im 


z(2—-1)=9,(x) et aura la forme 


On voit par la que g,,(x) se developpe suivant les puissances de 


m 


Pan(«) a (> (2)” + ag. (2)"” 'tL..4 a p(x 2 


est en generalisant la formule 6) que je suis parvenu A la formule 
generale 
x i—1 i—1 yi-1 Filz) \ 
Kytrzh)-fy) = Ey) N)) + Re, y), 
ou 


h n 


R,(x, y) = is p,(e--n)\f’(y+nh+h)—f"(y+nh)|dı, 


er \42n n/ N \},7C 
R h / AS |PyHEh+ I) —Fy+IN)Id9, 


que l’on demontre au moyen de l’integration par parties de l’expression de 
R,(x, y). En appliquant cette formule generale A la fonetion f(x) = log Tr), 
jai trouve 


log! (y+z)-logIy) = zlogy+ z2(-1) u -y'+R,(e, y). 
4 on peut &erire 


.. 


et Jai remarqu& que pour O<x 


or 


nn Ik parl©) PrrılE)) _a | 
Ram = ia 197 hr 19° Alte Ran. 
Pour 2=1 j’ai obtenu la formule 
IXy+ $) a,» . > m 9) —2m B,, 1—2 
log m logy+2 2 a ge 
+2I(-1)(1=2 A 


) Ok 1y2% I 
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Laissant de cöte les developpements que j’ai faits de la formule 
generale dans mon me&moire cite, je me permets de m’arreter quelques 


moments sur la formule que l’on obtient aussi par l’integration par parties 
et qui est: 


h B n_ Br z sh" (e'— 
(+) = [14 gt tg" le 
(8.) = 
+ 5 ” u f pulz)edz, 
| u 0" 





oz n—] 
on a [1]. 


— 


Si l’on substitue dans cette identit@ le symbole AD, au lieu de % et 
et . multiplie le r&sultat par f(y), on aura 


I WHW+F WI = Fy+Wd-fy+ ah If Cyrh)-f (Wi 


— hyr+! 1 
a — / pladf"*”(y+ha)de. 


0 


| = 


On comprend bien que cette derniere formule s’obtient immediatement au 
moyen de l’integration par parties; mais il me semble interessant de pou- 
voir obtenir cette formule par une operation symbolique. Nous allons 
maintenant tirer un autre profit de la formule (8.) et nous y poserons 
h=2rni, r etant un nombre entier et @=—1. Üela nous donnera 


, Irıei n!i” 
J p„(x)e”""dx er Era) nn)" ’ 


d’ot Yon obtient 








v ar ee ni" «= 
Irızi 5 —n 
lim J p.(®)e 1-erz de = (On y" zT 4 
Remarquons que 
e? rızi 1 N 
— — =— m — — TI 
TER 5 +- 5 cotrız 


et que l’integration par parties donne 


nö Pe) (- 3 + 5 cotr x) eds 


1 
an 


Irnzi ’ D d 
ar Fr e 2 2 p.(2)+ 2 de 'p,(&) cotzz]| dı, 


ee 


et 


pt 


al 
le 
di 
p: 
n: 


te 
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ce qui s’annule pour r= x. On aura done 


1 1 i n! g" % Rue 
N nel-tr kenae)ir = - &r- 


0 


et cela donne pour n = 2m 


»1 9 
(—1)” / Pan (z) dx u B, u 2 (2m)! x gr” 


(2n)7” 


pour an = 2m+1 


„ Zm+1)! « 


"2 
/ Pomz(e)eotnede = —2(—1) (Onjmri 


1 1 3 . 
= — 7 / Pam-tı (x) logsinnad« 
0 


B 2m+]1 ” n 14 \m (+) \ 
ER pr, (z)logsinnzde—(—1)”"B,(2m+1) 


_ 


loer2 


0) 


St. Petersbourg, le 14 octobre 1895. 


Reponse de M. Hermite. 

La lettre que vous m’avez fait ’honneur de m’adresser m’a interesse 
au plus haut point ainsi que ce que j’ai pu saisir de votre m&moire sur 
les nombres de Bernoulli, qui est €erit en russe, et olı il ne m’a &t@ permis 
de eomprendre qu’au moyen des formules les resultats auxquels vous &tes 
parvenu. Je me suis empresse d’informer M. Fuchs de mon devoir de recon- 
naitre que vous aviez deja publie les series finies qui repr&sentent avec leurs 
termes compl&mentaires, les quantites 
T(y+3) 
IQ. 
en les tirant comme consequence d’un theor&me general de developpement 
des fonetions suivant les polynömes de Bernoulli. Mais nos recherches se 
sont si etroitement liees, qu’ apres vous j’ai aussi obtenu cette formule de 
developpement dont j’ai donne communication & M. Lerch dans le mois 
d’aoüt dernier; voici comment j’y suis arrive. 

J’ai employ& d’abord au lieu de vos polynömes y,(z), la fonetion de 


log- et log/'(y+z)—log /'(y), 


Jacob Bernoulli S,(x) = Fe qui est definie par l’Egalite, 


ev’ —] u x Sn(®) n 
(1.) 7TETE Erg - In] VBE 
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ot jai pose [»] = 1.2...n. Soit ensuite symboliquement ; En 
FIT An e’” j av 

e—1 | 

avec la convention de faire dans la serie exponentielle. | 
u —1, zu (—1)' -1 B,, ar _ 0, ee 
je remarque qu’on peut alors &ecrire, | di 
ev — 1 ker e’Y (eV RE 1) un 

el y 

el+4)v _ ety me 
RT mu 








sg arte sc 
[n+1] # us: 
d’otu par consequent cette formule 
FR (z+ arm Ant 
Se) - A 
Uela etant, je considere l’expression | 
F(y) = f(ytz+A)—f(y+A) | Le 
_ sata BR 
— > fe} fy). (=1,2,3,...) | 
f(y) designant une fonction queleconque, et jopere symboliquement comme le 


tout & V’heure sur 4. Le developpement de f(y+4) donne par suite la serie 
d’Euler, on a ainsi 


fy+lHmM)-fy+) = ff; en 


cela &tant, il vient en changeant y en y-+x 


f(y+ae+1+9)—f(yta+i) = f'(y+®) 











Rı 
et en retranchant membre & membre nous parvenons au moyen de l’ex- 
pression de F(y) A la relation 
F(y+D)-F(y) = f(y+o)-f(y). | il 
Mais en m&me temps rk: devient le polynöme de Bernoulli, S,_,(«), | 
nous obtenons donc la formule generale de developpement m: 
' ! . +1 7° | 
fat) EU. emunn 
ou bien si on remplace f'(y) par f(y) et e par c+H1, “ 
c 1 Be e 
f(y+z)-f(y) = 5 f urn MeD2 S,(2). (=0,1,2,...) 


La serie ainsi trouvee se d&montre immediatement sans l’emploi des symboles. 
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En faisant en effet f(y) = Ae”, ol A et a sont des constantes, il vient apres 
avoir divise par Ae”(e'—1), 


et er 1 S. (=) 
a u 
e— 1 [e] u. 


ce qui reproduit l’egalit@ (1... La m&me v£rification a lien pour une somme 
d’un nombre queleonque de termes, Ae‘”+Be”+..- et par consequent pour 
une fonetion quelconque. 

Mais il s’agit d’avoir cette formule avec un nombre fini de termes; la 
methode donnee par Jacobi dans le eel&bre me&moire de usu legitimo for- 
mulae summatoriae Maclaurinianae pour obtenir l’expression du reste de la 
serie d’Euler et de Maclaurin conduit facilement au but. A cet effet je ferai 
usage d’une remarque qui se tire de l’identite 


e?v — 1] ii e|* + z)u__ ey: 
er in san 
e(z +2)y__ 1 ev: — 1 


Le premier membre etant le produit des series, 


8.2); (yz) 
zu In a zZ 
[e] ? (e 
le eoefficient de y” est donn€e par la somme 
PEX Ob 
[e] 
en prenant e=(, 1, 2, ...., n, on a done cette relation 
' Sn(2+2)—- 5.) _ — I.(2)3" 
2.) we. [n] En a Sa [el[a—ec] 


Jobserve encore que si nous &galons les termes en y” dans l’identite 


S.(x) 
e—1= (®—1)23- 
04 ( IA Ten 9 
il vient, 
N" S, rT 
3.) 
[r] [el[n—e] 
mais alors la somme se rapporte aux valeurs, e=0, 1, 2, ..., n—1. 
Soit maintenant avec un nombre fini de termes 


a) at) = ET 5 


Jemploie en suivant l’analyse de Jacobi la serie de Taylor 


(ut) = sr af er" Wr), 


‚n) 


(C=U 1,2, 
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je pose aussi 








su 
c c x ! 1 b n—c pn S 
w+l)-f = em * er (1-3) f""(y-+z)da. les 
Dans cette egalit& l’entier ö prend les valeurs, c+1, c+2, ..., n, et pour 
i=n, 0a 
1 M: 
f’(y+1)-f’y) = g; f"(y+2)da, 2 
0 
cela £tant, la relation pr&ec&dente devient ” 
EWORFTRE.TP 5; R, 
3-2 +-— [ (2-3) dz— —— 
{er f EITr- | 
e 
> SE) y) 1 SEAT nz 
EIERN TI pntlly 4 2)da | se 
[elli-e] " Im) J [e][»—e] Wr) wi 
et ’on voit immediatement que les termes qui eontiennent f‘(y) se detruisent. ou 
Nous devons faire en effet, c=(, 1, 2, ...., ö—1 dans le second membre, pa 
la reduction resulte par suite de l’egalit€E qui vient d’&tre obtenue, eo 
RE 5..." 1. DE | 
[i] [e]li—e] ja 
L’&quation (2.) nous donne aussi en changeant z en 1—z, | w. 





Sherl-2) 5) _ z a) l—3)"" | 
[n] [e][n—c] le 


et l’on en conclut l’expression cherchee 


R,= [a3 yrads- / [S.c+1-2)-5,@]fy+3)ds. 


| Je 

Une autre forme du reste s’obtient en d&ecomposant la seconde integrale en C] 

deux parties, comprises entre les limites O0 et x, x et 1; cela &tant, au | et 
moyen de la relation 
S,(@-+1-32) 4% (2 —32)" —-S,(0— 2), 

on trouve ainsi O: 
R, = / IS. -S,(@-S)]f"*" (@+3)ds 

| | qu 

+ / [S,(2)-S,(2+1—z)]f"* (2+2)da. Bi 


Ce sont vos re@sultats, Monsieur, ces formules ne different pas au fond de 
celles que vous avez donnees & la page 29 de votre memoire, lorsqu’on 


a zer le er 


pe ng Simon er re nl em netier em 
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% 


suppose en particulier = 1. Les relations dont je viens de faire usage, vous 
les avez aussi obtenues, ce sont les @quations des pages 13 et 14, 


(n+1)e" = Z(n+1),y,(e), 


is 


p.(2+2)—y,(2) = Zn,y;(z) 2 
Mais vous m’avez bien depasse dans les applications que vous avez faites 
au produit p,()Y,(xz), les consequences que vous en avez tirdes pour les 
nombres de Bernoulli (page 5), la relation si interessante 


p,(2) = p(e)— 5.081 p-Y(2)+ p a p,_(8)--- 

et beaucoup d’autres choses encore. ‚J’attache surtout un grand prix & la 
seconde partie de votre me&moire ol vous traitez des importantes et dif- 
fieiles questions sur la sommation des series. Malheureusement je n’ai 
guere pu la lire, je me trouve arret@ & chaque pas, il ne m’a pas te 
possible de comprendre le sens d’un certain symbole que vous emplovez 
eontinuellement. 

Cependant une note de la page 55 ne m’a demande aueun effort, et 


jai vu une fois de plus combien nos recherches ont &t@ voisines. ÜComme 


., . ’ .r . “ / x 1 1 ’ 1 . 
vous jai etudie avec soin la fonction o(z) = = - 4, 6 sum 
. . [07 x e* c—?2 +2 . . U . 
expression — BR: er —— , qui s’offre dans la relation, 
x 2r’(e—]1) 
YaN er _ vgmu(g) 
logFa) = (a—})loga—a+logV27+ / _ Sue dx. 


Je demontre qu’elle atteint son maximum, qui est „;, de la maniere suivante. 
Uhangeons pour avoir une expression plus simple x en 2x, divisons haut 
et bas par e*, et soit alors 

z(e +e”)—(e— e-*) 


fe) = 4z2’(e_e=) 


On prouve que la difference 


fa) = See te)-@'+3)(e—e>) 
Br . 


122°’(e®— e”*) 


qui est nulle pour z=0, est toujours negative, au moyen de la fraction 
eontinue 


et STMER, ee: rt 
e+e”* 
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IT \ en 
La seconde reduite &tant nous avons en effet si l’on suppose x positif 





a4! 
comme il est permis, car f(x) est une fonction paire, 
e-—e* _ 3x 
e-+e= 7 2°+3 


c’est-a-dire 
sel He) — (HB, -EeN) <N. 
Nous pouvons done &erire, f(x) = uf avec la condition O<4#<1 et de 


la resulte l’expression asymptotique preeise 
logT'(a) = (a—})loga—a-+log Ven+- 


Au point de vue de la sommation des suites je me suis ms aux formules 
generales, en premier lieu & celle qu’on tire de la relation (4.) en prenant 


la derivee par rapport & x, et remplacant ensuite f‘(y) par f(y). On 
trouve ainsi 


fy+a) = F STREET Ch. F@) ps.“ + Fee) S,(e) 


Ir]. nf S.@-s)r* (y+3)da — m. [’s, (e+1—z)f"*(y+z)da. 


‘n voiei une autre qui se tire des polynömes Be definis par l’Egalite 


RUE DD u) EIILF 
er =- [n] y" R=0,1,2,...) 


et dont je vais indiquer les proprietes les plus simples. Nous avons d’abord 
les relations: 
«“e)+(l+2) = a”, 
(-1)".(1-x) gu Kn(E), 


2” [s, a >)| = u). 


Un demontre encore que (— 1)"z,,(x) et - mn ei u = sont positifs en suppo- 


sant 0 <Zx=< 1, on a meme pour la u quantite la condition plus 
large, (22—1)’< 3. J'indique encore les series, 


Ga "Yan T) == 2/ (2n + Dr sin drex 


daya+ı ’ 
Diyu-ı(2) = 2IEn)Z- anan | 
(d=1,3,5,...), 


loı 


ft 


et 


On 


El 
pe 
de 


ce 


et 


po 
pa 


(Je 
ris 


et 
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lorsquon a 0 <x=<Z1. Ües polynömes conduisent A la formule suivante 


fat) = N 


1 ’y ee. 1 : j nn i 
HS me-ar rt SneH-nratnn 


et voiei la consequence A en tirer pour la sommation des series. Soit 
F(2) = f@)-fletl)+fle+2)-+(-D’flee+p); 
on obtient l’Egalite 
F(y+x) u er ntetD, (=) 
+ x (@-2)F'+(y+2)— [ 1.@+1-3)F"(y+32)ds 
[n] “ n\ \ In] vn\ / y / 
(=U, 1, 2, ..., 0) 
Elle montre que les sommes & termes alternativement positifs et negatifs 
peuvent s’obtenir direetement, au lieu de les conelure de la difference de 
deux autres a termes de m&me signe. 
J’ai aussi considere des polynömes plus 
ceux de Bernoulli en employant la fonction 


D(z) = Ae““+ Be’+----+ Le” 








4 (4 


generaux et analogues A 


et le developpement de suivant les puissances de y. Je les designerai 


eXxV 
Py) 
pour ne pas multiplier les notations par y,(x), de sorte quils dont definis 
par legalite 

e”’ m x 

By) In] ° 
Ces polynömes sont du degre » en z, ils satisfont A la condition caracte- 
ristique 

Ay,(z+a)+By,c+b)+.-+Ly,(c+N) = «" 
et ils conduisent encore & une formule generale de developpement en 
serie; je vais indiquer en peu de mots mes resultats, 
Soit f(x) une fonetion queleonque, et posons pour abreger 


Af(@+a)+Bf(z+b)+-.-+Lf(e+D) = F(x) 
on a cette expression qui procede suivant les polynömes Y,(x) et dont les 
coeffieients sont les derivees successives de la foncetion F(y), A savoir 


Pate) = Zr’) Ic k 5) 


Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. 19 


(ke mau 2 2, ..., 9) 
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le terme compl@mentaire &tant 


R, = / Ag.(a+2-2f"'(y+3)dz 


+ ["By,b+=-3)f"*"y+3)da 
# 
+ Lp,(+=-3)fy+ s)dz. 


Mais cette formule n’a lieu qu’autant que P(x) ne s’annule pas avec z, sup- 
posons maintenant que la fonetion eontienne le facteur x’, on posera 





- y* er’ PnE) m 

d. = 3. 

0) DW) a] 9° 
en designant encore par Y,(z) un polynöme de degre » en x qui donne 
lien aux relations 


Apn(z+a)+By,,.(a+b)+-+Lpn(lec+l) . ws =”, 
Ay.a+a)+Bo.@+b)+--+Lp.a+) = 0. weuna.nn 
Integrons maintenant s fois de suite par rapport & x, a partir de==0), les 


deux membres de l’egalite (5.), et posons 


1 y zy (zy)°=' BR 6, (x) BR 
Pay) le REBREN En} IE: aa > 0% 
Le polynöme 9,(x) est du degre s+» et contient x’ comme facteur; il 
satisfait A la condition 


Ad, (c+a)+B9,(c+b)+-+L9,(c+D) = 
et sexprime au moyen de 9,(xz) par la formule 


One) _ Pernl®) 


fr) ° tal 
en convenant de supprimer dans le second membre les puissances de x 


dont V’exposant est inferieur äs. Cela etant, on parvient au developpement 
que voici 
a/ ! Bisns: — » , (x) R 
(Le Fl pe u — ZFi(uy ) _ Pa 
fy+z)-fy)-fW)- ORT a a = 


.,) 





tm, ,2. 








av 


ou 


et 


be 
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pu 
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et 
ell 


mi 


et 
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avec cette expression du reste 


R, — Se- rt + z)dz e | ("A [0,(a+ 2—-3)—S,]fr* (y 4 3)dz 


— / B[0,(b+2=—-3)—S,]f"(y+3)da 


— / 1[9,(0+2-3)—S]f"*(y+3)da 


( 
ol Von a 


x -i 


S, = 9,(a-z)+P,(a—-z) 1 ++," (a—3) En 


nN\ 


et semblablement pour S,, 8, .... 

Ces generalisations, Monsieur, ne me font pas perdre de vue les 
belles et importantes applications de la formule sommatoire d’Euler et de 
Maclaurin que vous avez traitees dans votre me&emoire avec une entiere 
rigueur; et sans &tre entre jusqu’ ici dans cet ordre de questions, je ne 
puis m’empächer de vous exprimer encore tout linter&t que j’y ai pris. 
En partieulier j’attache un grand prix & llexpression asymptotique pour h 


i j i e-" e —4h? — On? i 
tres petit, de la serie —— +55 +55 +: que vous avez donnee 
: C 0 Babe . | . 

sous la forme, nn MC est la constante d’Euler. Elle se place ä 


cöte de lV’expression qu’a obtenue M. Schlömilch pour la serie de Lambert, 
et d’autres semblables s’offriraient encore dans la theorie des fonctions 
elliptiques. 


Paris. 11. novembre 189. 


Reponse de M. Sonin. 


... Maintenant je vous demande la permission de eontinuer mes com- 
munieations sur les polynömes et les nombres de Bernoulli. 
En posant 


(— 1)" B, Rn 1 um (Ü 
et remarquant que 


(erh. Kr PR in, + N u Me 


2 


4 
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d’ou 
1 /2n 1 /2n 1 2n 
ae ep nen Na u 
la relation 
r 7 Zn ‚2n\ B, 
(1, = ir ++G ) -)r+ 





1) er N! Bm 


que j’etablis en partant de la definition 


(-1)"B, = E p(z)dr 


0 


et qui n’est que celle de Moiere, devient 


1—2-1__ 2n C, 2n\ €, 2>n C.-ı 
u Eee u @ +5 )3 RE Sn; By: nr n—2 
On en conelut aisement que 3.5...(2»+1)C, est un nombre entier et que 


par consequent 3.5...(2r+1)2B, est un nombre entier impair. Done on 
peut poser 
- P, 
BB, = 30, ' 
P, et Q, etant deux nombres entiers impairs premiers entre eux et les 
diviseurs premiers de Q, ne surpassent pas 2»-+1. 
Lorsque 2n-+1 est un nombre premier, la difference 


Br 
d’apres (1.), n’a pas ce facteur premier au denominateur; done Q, a le diviseur 
premier 2n+1l au premier degre. Üette simple remarque suffit ä elle seule 
pour faire voir que ni les termes separes du second membre de (1.), ni 
B, non plus n’ont au denominateur les facteurs premiers contenus dans 
la serie 

2n-1l, 2n-3, . 
Lorsque n-+1 est un nombre premier impair, ce qui suppose n = 2m, ce 


nombre au premier degre sera le diviseur de Q, et c’est de la sorte que la 
difference 


.,„ jusquäa „+1. 


-DB,- 


n+]1 


n’aura plus au denominateur n+1l. En effet on ne trouvera au second 


me 


- 


\ 
ou 


est 


m& 


Am 


Ce 


Sc 


au 
le; 
2n 
N: 


na 
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membre de (1.) qu’un seul terme ayant »+1 au denominateur, A savoir 


4m B,. ( m 1 I 4m 1 
—(—1 Ya = — i(—1) B,- —— ) 


m 
) 2m—1/ 2m 2m+1) \2m— >m 


1 ( 4m \ 


2m(2m+1) \2m—1/’ 


ot le premier terme n’a plus 2m+1 au denominateur et le second terme 


est egal A 
l 4m 1 4m N 
Be ( \. 
2m Wi 2m+1 \2m—1/' 


mais on a 


Am(4m—1)...(2m+2) = (2m+1-+2m-—1)(2m+1-+2m—2)...(2m+1+1) 
(2m—1)!+(2m+1)E, 


E etant un nombre entier; done on aura 


1)" 4m Ye 1 | E I y dm \ 
’ 2m—1 Om Te ® (2m —1)! 2m \2m-—1/ 
’_ıwB | I 4m ı\ 1] 
— 1 — > | | 
e , 2m+1)\2m—1/ 2m 


ce qui demontre la proposition @noncede. 

Lorsque » est un nombre premier egal & 2m+1l on trouvera au 
second membre de (1.) deux termes qui peuvent avoir » au denominateur, 
a savoir 

ARE 1)" mr » _ (1 ER B; 
2m—1/ 2m 4m—1’ 4m 
mais qui n’en ont point, vu que les coefficients entiers de ces termes ont 
le diviseur premier » = 2m+1. 


. 4 ’ * B “ 
Il importe de remarquer que, 2=2m-+1 etant premier, — nen 
t 


aura au denominateur en sorte que P, sera divisible par ». En effet tous 
+ . 4m+2\ _, j 
les eoefficients entiers 2,20 qu’on obtient pour =(0, 1, ..., m—1 ont 


2m+1 pour facteur, d’ot il suit qu’au second membre de (1.) 


n=2m+1 il n’y aura que quatre termes qui peuvent avoir » au denomi- 
nateur, notamment 


divise par 


( 1 = Be at B,. 
Aim+3 2/ 2m+1 2m —1/ 2m(2m+1) 
„rim+2 Bu+ı , amf4m+2\ B;,, 
” ach, ) (. 2m+1/ (2m+ +2)(2m+ u \4m—1/ 4m 2m+1 


F 


(2.) 
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Mais, d’apres (1.), on a 


2m-+- B 2 2\ B, mf 2 Z\ B,. 

- 1’ Dn = Tre a +” en 34 if 7 ) er ir 1) (3 gi ); 2m 
+1 2m+1 2 2 m 2 

u Ban ._ a nn 3) = ag wi al die (3 )z ei -1) Bu- 2m-+1 | ’ 


otı tous les termes, excepte le premier, ont le facteur premier 2m+1; on 
peut done &erire 


Ba+ı Er 


U in. PO RE, | >> ER 
(1) 2m+1 122m +1) ° 0 
Q n’ayant pas de diviseur premier 2m+1. 
D’apres cela l’expression (2.) s’eerira 








| IE 2 AOIER 4m+2. dm + 1... RER ie gg B I 
2 2m-+1 4m+3 (2m+-1)! : 2m +1 2m-+]1 
4m—+2,4m +1.. Ä 2m+2 (1 | N P 
(2m+2)! t12 2m-1 0) 
4m+2.4m-+1.4m | Er Geh 2 
-_ a 
6.4m(2m+1) |  2m+1 2m+] 


OU 
4m+2...2m+4 = 2(2m+1))2m.2m—1...3+(2m+1)E), 
4m +2...2m+2 = 2(2m+1)(2m+2){(2m)!+(2m+1)E,}. 


Done tous les termes de (2.) qui ont 2m+1 au denominateur seront 


l 1 1 1 1 1 1 . 
_—— Fi _— — _ m —— namens — — ) + 
2 2m+1 2m+1 6 2m-+1 3 2m+1 v, ec. (4. f. d. 


Y x B. 
Cette remarque, due ä& M. Adams, A l’egard de la fracetion —- pour 
» premier a de limportance, vu quau second membre de (1.) entrent 
B; RT i 2n 
les fraetions —;- multipliees par des nombres entiers Ba ) 
Je ne vous donnerai pas, Monsieur, de la peine d’aller avee moi 


plus loin dans cette voie qui conduit d’une maniere la plus el&mentaire 
au theoreme de Staudt, et je reviens A un autre theoreme demontre dans 
ma lettre, celui de Raabe, que j’ecris ainsi 


WW 


\x ) \ a} 2 j r-+k \ ZN 
-1’B,r(ep"”-D =Pp = ml - —Y.(2)p, 





ou 





En 


Ges 


Dt 
| 
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ou 


?n 
1— 2 


>) > 2 a >) > j ) 
pl) = Er — ne +( .) B,2”""”— ...+(—1)" En )B, x. 


En employant cette expression l’Egalite (3.) devient 


—1 


(-1)"B,p(p"—1) = z (z+k)"—np z (2+k)”" 
(4.) | 


2n — a2 as Yn n > / cn , 
(2-+k) nl 1) ( ,)B, pP - Mn Hk) —D (ps, LT). 


+( > )B,p’ 





l,a m&me expression de g,,(z) donne encore 


p—l v—1 


i 1 p—1 A: ‚2n p—1 ash 
5 (z+Kh)" = 3 9,(c+k)+n 3 (+ K)"— ,)B, 2 (++... 
k==() k1) Z 


ki) k 


” 
E— 


() 
2n ph 
3 Bi | ’£ ( ) ) B, 1 5 N 2. IR . 


Mais on a d’apres la definition de p,(e): 


Pn(c+k) = pnla) +20 Ice” He +H 1)" + ++ 1)", 


/ 
dot 


1 p—i FR 
5 pnlz+h)—py(z) = 2n EZ (p—1-k)(c+k)” 


k=1) 


Ces Eegalites donnent & (4.) la forme suivante 


— 1] nn" __ —1 
("Bu pp” -1) en 55 (p—1—2k)(c+ k)? 





n k—U 
R> 2n—1\ B (p’—1) ?<! EN 
5) HER Er 
| „Lzn—1\ B._-,(p”"”°—1) PZ, v 


Il suffit de poser x €egal & un nombre entier ou A zero pour conclure de 


\ B er 2n__] . 14 \ . 
la que er est un nombre entier. Ge th&or&me remplace le premier 


de deux theor&mes de M. Lipschitz, que Villustre savant a deduit de la con- 


. ’ . ev 1 1 “ “ 
sideration du developpement de 5,7 et qui consiste en ce que 
B, In vn _— | ’ ' . 

= Fo est un nombre entier (Journ. f. Math. t. 96, p. 1). 


Pour » premier, p=2 on retrouve la remarque de M. Adams & 


Eu } B 
l’egard de —, vu que 
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2 TT, 


(7) = __ 2m. >, tl .. (n—1)!+En 


ou 
2En 


rat 





(n—1)! 
et tous les termes entre ER ont » pour facteur, d’ou il suit que 
2”—1 n’est divisible par » que pour 2=3. 

En supposant 2»+1 premier et se rappelant que ce nombre premier 
sera le faeteur du denominateur de B,, on conelut que pour p <2r+l, 
p”—1 sera divisible par 2»-+1, ce qui n'est que le theor&me de Fermat. 

L’egalite (5.) devient pour =: 


Er „au ı Pan( (P) Fin ı(P) 
(— 1 ) B,p BEE“ = (p- 3: In ; 2 In+1 


EN af 2n— ni Bu. Pin— (pP) _ RER, 2 age 2n— ie © ae. 9(P). 


1 2n—1 n—1 3 


Etant d&emontree pour p entier, cette Egalit& singuliere aura lieu Evidemment 
pour ehaque valeur de p. 


x 1 
En y remplagant p par Fr et remarquant que 


Pl!) = -5P-D+G)Bp-D-- 


on trouve une formule interessante. Mais je m’arrete et ne dirai plus qu’un 
mot A l’eEgard des polynömes de Bernoulli. 
L’equation de la forme 


fe+l)-f(e) = vie) 


peut toujours &tre remplacde par celle-ei 
c+i ’r %u+1 
ST na)ds = [wie)ds+ / fle)ds, 


OU ENCOre 


I ft@+6)a6 == FR w(z)dz + re dz, 


qui donne 


f(@+9,) = ["wo)as+ [" flo)dz, 





9 
f(a 


«do 


0 


(Je 
doı 


ent 


et 
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9, etant une fonetion dont la valeur reste toujours entre OÖ et 1. Posant 


f(@) = p.(®), w(2)=n3"", a=(0, on aura 


a2 
p(@+8,) = 2"+ / p,(a)da, 
l’ot, en admettant 2+9,= y, on obtient 


\n \ 
(9) 433 (y —6,) + p.(z)dr, 


4, etant compris entre O et 1. 
On aura done 
pn) = (2-9,)”"+(-1)"B,, 
Pin+1 (X) . (@ -_. 0)» 
Öes formules sont tres utiles pour juger de la convergence des series or- 
donn&es suivant les polynömes de Bernoulli, ainsi que pour d’autres recherches. 
Mais je quitte decid&ment les polynömes de Bernoulli pour vous 
entretenir, Monsieur, au sujet de la formule 
IKy+}) | _ kei B 
leg — ——- = —logy+2 8 (-1)”" (1-2). ? 
Pr.) 2 gsyre2 (1) ( ) Om _1)@m) y 


m=]1 


2m-+1 


B; 


-2k+1 


+23(-1)'(1-27 y 


ir (2k 


dont vous avez eu l’obligeance de me reconnaitre la priorite. Sous cette 
forme elle ne permet de trouver que le signe et la limite superieure de la 
valeur absolue de l’erreur. Mais il est aise non seulement d’abaisser la 
limite superieure mais de trouver en m@me temps la limite inferieure de 
’erreur. Pour atteindre ce but je n’ai qu’ä revenir & mon M&moire „Sur 


ER . dx . \ s dos 
"integrale / a publie en 1892 dans les „Memoires de l’Acade@mie 


de St. Petersbourg“*) et que je vous envoie ci-joint. Les &ditions de 
l’Acad&mie de St. Petersbourg etant tr&es peu repandues, m&me en KRussie. 
je me permets d’exposer ici suceinetement ma methode. 

Considerons Vintegrale 


° sdx 
2) = / Fa) ne 


mw 


et supposons que la fonction F(x) ne devienne negative entre les limites 


*) VII® Serie, T. XXVIII, No. 14. 
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de lintegrale. On a 


(ss) = 5” F F(x)de— 2” [Fla)a’de+-- 


5) jo ) ) BE, r ei d. 
(st [ Flo)" tdet(-1s"t/ Rain 
# 0 


» 1) , 1} . . 1 © » 
x +z° etant une fonetion erolssante, wur une fonetion deeroissante de ®, 


= 


on trouve en appliquant le theor&me connu de feu Tehebichef 


/ F(a)x” dx / Fe)” x’ +3‘) Fi dr 
2a Mm ir ” m de 
= $ F(x)c”(c’+2 da | F(x)r FE 


d’ou 


“ ze +23 ° [ Fa)a”+da 
N 


+ me 
[ Fla)a”de 


0) 


On a encore par le m&me theoreme: 


1 


»L. +. 
3 / F(z)c”" "dx / F(z)2” "2° — —- dr 





x°’+3’ 





<< 2 fr F(x)2”"dx S Far 
ir 0 


z’+2? ’ 


d’ot, en remplacant au second membre 


3 z F(x2)2”""- -_ par “ F(x)2""de— fi F(x) EAN. 
N ; 2’ +3 N M x +3" 


on trouvera aisement 


/ "Fla)e” de 
a” dr ° 


) ı „3 << rn —. 
Ze [ Fla)airda 


4 
/ F(x)2°’""”dx 


S Fa) 








()n 


J’ai 
rem 
la 

mal 
NOU 
(vo 


forı 


de 


log 


ou 


et 
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On aura done definitivement: 
SL 7. 
Rs) = 5 / F(a)de—2° / F(x)a’dac+--- 
0 N 


> „—ınt]1 Aula 
— (-1j?32"t' / F(2)2""de+(— 1)” — / F(x)xc” de, 
0 


s4+R . , 
Ü 
[ Fayat?ar [ Fa)a”da 
- Pr - E > R we - 7. F 
/ F(x)r’”" de / F(z)2°’°?dz 


0 


J’ai deduit ce resultat aussi simple que commode par l’application du theo- 
reme de Tehebichef, que jai l’'habitude de nommer troisieme theor&me de 
la moyenne (dans mes lecons sur les integrales definies). Mais il est re- 
marquable que ce re&sultat peut &tre obtenu aussi par l’application de la 
nouvelle forme du reste de la serie de Taylor que j’ai publice en 1891 
(voyez page 14 du Me&m. eite sur lintegrale .. .). 


u #/2 u vn By ER. 
A la fin de mon Me&moire sur lintegrale / F(&) —, Jai applique 


la formule generale que je viens d’eerire A la determination du reste de la 
formule de Stirling; maintenant je vais le faire par rapport au developpement 


P(a+3) 
de log— (a) 
Je prend votre formule 
‚T(+b) , Fler 

log ra) —Sloga = J F,(r)e'” dx 
B. er zp(x)de 2 r aw(z)dx 
ne a’+x° nn. a?’+x’ 

ou 


e’"2sin?2nE& 
(2) = arte ; —, 
r( ) ® g 1 e?’rz cos?>nE 


v(z) = 4log[1-2e”"cos2n&-+e"")—Llog(1—e‘””) 
et jy pose $=4 pour obtenir: p(x) = 0, 
“) _L »?ne 
("og tern) ade 
oO ] — e’2 a’+r’ 
er 14er”? \ ade 
| log( ei )4— 
Tı. I </IX a +r' 


20* 
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Comme on a 





1 EEE a 
FR log 1-e?"r )e mw n(2n—1) B,, 


on trouvera 


IXa+3) _ 1 $ Ri. 2... —m+1 

log T(a ) log ga+ 2 (-1 ) nn -1) Ba 
l — )-n—? amt 
Aa A N; 
(1) (n-+1)(2n-+1) Bar a+R 

ou 

1 (n+1)(2n +1) Z2r+tt—1 B.42 SR 1 n(Zzn—1) 2Z#+r—1 Bar 

4 (n+2)(2n +3) 2rr—1 Barı a 3 (n+1)@n+1) 2=®—1 B, 


En designant 


(k+3)(k+1) Z— 
par (2,, jai caleule 
2,=-1, 2=105, ..., =986863, 
done 


(n-+- l)(n+ -3) Yen ee R = n(n— 3) Iin+?__ 1 


42, ar = u AR, Mm-I 
On a, p. ex. pour =D: 
3,4 > 2.2. 


St.-Petersbourg, le 12 decembre 1895. 


De = 7 = 9,86960... 
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Ueber gemeinsame Vielfache linearer 
Differentialausdrücke und lineare Differential- 
gleichungen derselben Klasse. 


(Von Herrn Lothar Heffter in Giessen.) 


In den neueren Untersuchungen des Herrn Fuchs*) spielt der zuerst 
von Riemann **) berührte Begriff von linearen Differentialgleichungen, welche 
derselben Klasse angehören, eine wichtige Rolle. Es dürfte deshalb nicht 
ohne Interesse sein zu zeigen, wie dieser Begriff mit dem des gemeinsamen 
Vielfachen zweier linearen Differentialausdrücke auf’s Innigste zusammen- 
hängt und wie sich bei dieser Auffassung die ganze Theorie von Differen- 
tialgleichungen derselben Klasse in denkbar einfachster Weise ergiebt. 
Nebenbei werden einige Ergebnisse über gemeinsame Theiler zweier linearer 
Differentialausdrücke auftreten, die sich zum Theil mit Resultaten von 
Herrn von Escherich***) berühren. 


® 
Kleinstes gemeinsames Vielfaches zweier linearen Differentialausdrücke. 
Sind 
Fy)=Pp W)EmytpmytrtRy”, 
RKy)=Re, yzernytryte try” 
zwei lineare homogene Differentialausdrücke, deren Üoefficienten sich bei 
2=() rational verhalten, so fragen wir zuerst nach dem Aleinsten gemein- 


samen Vielfachen beider, d.h. nach dem Differentialausdruck niedrigster 
Ordnung, der ebenfalls bei = 0 sich rational verhaltende Coeffieienten hat 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, Dez. 1858 u. fl. 
**) (es. Werke; Nachlass, S. 361 (1. Ausgabe). 
***), Denkschriften der Wiener Akademie, Bd. 46 (1883) S. 61 fl. 
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und sowohl durch P wie durch R theilbar ist. 

(1.) Z==SP== OR. 
Um Z, d.h. um die Differentialausdrücke S und Q zu finden, bilden wir 
die Identitäten 


r=Pg% 
P.. = Fi, HP, 2): 
P' = P(p", J)+2P(p', y)+P(p, y). 
a EEE DEINEN) 
R = R(r, J+RC, y). 
KV) — R(r'’, y)+ e )RAC®, y "4... +R(r, yo’), 





componiren die a+1 ersten mit den zu bestimmenden Üoefficienten s,, 81, ..-, 8, 
von S, die v+1 letzten mit den Coefficienten 9, 91, -.., g, von Q und erhalten 
durch Vergleichung der Coefficienten von Y, %', ..., y*” auf beiden Seiten 
das Gleichungssystem 

sPpotsıpo +" +8, > Grutgurot tg, r 
sPpı+Ss1(pı4 ; ud TER E L = er + +9 Br | Ti 


cas - = oe ön FERN 

8s.P, — I,Tu: 
Dies sind »+r-+1 lineare homogene Gleichungen für die a+v+2 Unbe- 
kannten s und g, die also stets demgemäss zu bestimmen sind, natürlich 
bis auf einen allen gemeinsamen Factor. Letzteres hat zur Folge, dass 
wenn P und R z.B. in der Normalform bei e = 0*) angenommen werden, 


etwa auch S sogleich in dieser aufgestellt werden kann, wonach dann 
von selbst ebenfalls die Normalform hat. 





Das kleinste gemeinsame Vielfache von P und R ist also höchstens von 
der Ordnung n-+v. 

Man kann sogleich die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür aufstellen, dass die Ordnung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen 


*) Vgl. Frobenius, dieses Journal Bd. 80 (1875) S. 319. 
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zu 
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von P und R kleiner als a+v wird. s, nämlich wird dann und nur dann 
nach (3.) Null oder willkürlich, wenn die aus den Üoeffieienten von (3.) 
nach Streichung der zu s, gehörigen Colonne zu bildende Determinante 


identisch verschwindet, oder wenn, — da r,=E0 — die Determinante 
Po: Po: ce ET ee Me ONE u, 
een. m the 
9'-D, re 8; Q, IB Re 


identisch verschwindet. Dieselbe Bedingung erhält man — wie es der Fall 
sein muss — dafür, dass Q von niedrigerer als vter Ordnung ist. 

Es ist leicht, aus dem System (3.) auch die Bedingungen dafür ab- 
zuleiten, dass das kleinste gemeinsame Vielfache von P und R nur (a+v—0)-ter 
Ordnung ist. Wir beschränken uns hier auf den Ausspruch des Satzes: 

Dann und nur dann, wenn 4 |: 0, ist das kleinste gemeinsame Vielfache 


von P und R genau von der Ordnung n-+v. 


11. 
(Gemeinsames Vielfaches und gemeinsamer Theiler zweier linearen Differentialausdrücke. 
Wenn das kleinste gemeinsame Vielfache von P und AR niedrigerer 
Ordnung als n+rv ist, so ist also in 
SP = OR 


die Ordnung o von S</n, die Ordnung v—r+o von O<v. Seien dann 


Ir Im + W ein Fundamentalsystem von P = 0, 

Yr Ya 9 4, b ® .- =, 

Yrs» Ya; Yr, er je P A = 0, 

Be. Se _ Vierer: 0 - RA, 
n, ein Integral von P(y) = ys,, A=1,2...0) 
’- - - Ri) = 9a; Br 


so bilden sowohl 


In BIT ERR Yr„: ai PAR’ RR “y-—n+o 


als auch 
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ein Fundamentalsystem der Gleichung 


SP=O0R=0*), 
Also ist 


Yr AuYyrt'+ AuYyr,+Bufı > u 


- 


Yr, = A,Yyr + ie A,nYr,t+ B,&+ + EWR to» 


wo die A und B Constanten sind. Da v»—n+o<Zv, kann man aus je 
v—n+0+1 dieser » Gleichungen die  eliminiren und hat dann jedes Mal 
rechts ein Integral von R=(, links ein solches von P=0, d.h. 

Wenn das kleinste gemeinsame Vielfache von P und R von niedrigerer 
Ordnung ist als n+v, so haben P und R einen gemeinsamen Theiler. 


Die Umkehrung ist evident. Haben P und R den gemeinsamen 
Theiler T, 


P=PT, R=ARIT, 


wo die Ordnung v, von P,<v, die von R, m, <n, so ist das kleinste 
gemeinsame Vielfache von P, und AR, höchstens (»,+r,)-ter Ordnung, also 
das von P und R höchstens von der Ordnung 


n, tv, tv—rv, = n tv <nHtv. 


Zusammenfassend finden wir also den Satz: 

Haben P und R keinen gemeinsamen Theiler, so ist das kleinste ge- 
meinsame Vielfache von P und R genau von der Ordnung n+v und umgekehrt. 
Haben P und R einen grössten gemeinsamen Theiler von der Ordnung 0, so 
ist das kleinste gemeinsame Vielfache beider genau von der Ordnung n+v—o 
und umgekehrt. 

Hiernach und nach dem Satz am Schluss der vorigen Nummer ent- 
scheidet also die Determinante / zugleich über das Vorhandensein oder 
Niehtvorhandensein eines gemeinsamen Theilers von P und AR. In dieser 


Bedeutung tritt dieselbe Determinante bei Herrn von Escherich (a. a. O.) auf 


und hat deshalb mit Recht den Namen Resultante der beiden Gleichungen 
P=0 und R=0 erhalten. Auch ihre Bildung erinnert ja augenscheinlich 
an die Kesultante zweier algebraischen Gleichungen. 


e\ \ 
J 


gl. Frobenius, dieses Journal, Bd. 76 (1873) S. 259. 
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III. 


Inverse Differentialausdrücke. 


Wir setzen jetzt P und R ohne gemeinsamen T'heiler voraus, so- 
dass ihre Resultante / nicht identisch Null ist. Dann lässt sich ein Diffe- 
rentialausdruck (»a—1)-ter Ordnung P_,(y) eindeutig so bestimmen, dass 


(8.) P_,P(y) = y+TR(y), 


wo T (v—1)-ter Ordnung; denn für die Coefficienten von P_, und T erhält 
man durch genau analoge Rechnung wie in I. ein nicht homogenes Glei- 


zw \ 


chungssystem, dessen Determinante gerade / ist. Da nach (5.) 
(6.) P_,P(yz) Yx 


ist, wollen wir P_, den zu P in Bezug auf den Modul R inversen Differen- 
tialausdruck nennen. (Gleichzeitig ist also —T invers zu R mod.P). 

Mit Hülfe von (5.) lässt sich nun aus Gleichung (1.) 

SP OR 

eine andere Gleichung ableiten, in der R und S ihre Stellung vertauscht 
haben, d. h. bei der R als äusserer, S als innerer Differentialausdruck 
erscheint. 

Aus (1.) folgt nämlich zunächst, wenn y; ein Integral von S= 0 
bedeutet, y, ein solches von R=(, 


(7.) P(yn) Ys- 


Da P und R ohne gemeinsamen Theiler, erhält man aus (7.) durch jedes 
nicht identisch verschwindende Integral y, ein nicht identisch verschwindendes 
Integral y;, durch ein Fundamentalsystem, für y, substituirt, ein Funda- 
mentalsystem von S=0, durch das allgemeine Integral y, das allgemeine 


Integral y,. Substituirt man daher in (6.) für P(y,) Ys, so hat die Gleichung 


(8.) P_(ys) Yi 
senau analoge Geltung wie soeben Gleichung (7.) und liefert für jedes 


beliebige nicht verschwindende Integral y; ein nicht verschwindendes 


Integral y,. Daraus folgt, dass die Gleichung P,=0 mit S=0 kein 


Integral gemein hat, dass aber RP_,=0 durch alle Integrale von S= 0 
befriedigt wird, oder 
(9.) RP_, 0_,S, 
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die Identität, bei der nun R als äusserer, S als innerer Differentialausdruck 
erscheint und S und P_, ohne gemeinsamen Theiler sind. 
Für Q_, ergiebt sich noch eine interessante Beziehung. Es ist nach 


(9.) und (1.) 
RP_P=0_SP=0_0R, 


N 


also nach (5.) 
0_,OR(y) = R(y+TR(y))= R(y)+RTR(y). 
oder, wenn man den inneren Differentialausdruck R(y) beiderseits durch 
y ersetzt, 
(10.) 0-0(y) = y+RTKy), 
d.h. Q_, ist invers zu Q mod.T, wo T der in (5.) auftretende Differential- 
ausdruck ist. 
Wegen der völligen Gleichberechtigung aber, die jetzt zwischen 
Re (0, S einerseits 
und S, P_. 0_, NR bezw. andererseits 
erwiesen ist, bestehen noch die Identitäten 
(41.) PP_(y) = y+US(y), 
(12.) 00_1(y) = yrSUWy), 
d.h. P ist imers zu P_, mod.S und Q invers zu Q_, mod.U, wo U ein 
Differentialausdruck (v—1)-ter Ordnung ist. 
Diese Ergebnisse fassen wir dahin zusammen: 
Sind P und R ohne gemeinsamen Theiler, so bestehen die Identitäten 
(1) SP=OR und (9) Q0_”.1S=RP_, 
wobei S von nter Ordnung, 
8.) PAFW)=y+TR(y), (10.) _10(y) = y+RT(y), 
11) PPLy)=y+US(y), (12) QQ_,(y) =y+SUly) 
und die Integrale von S=V und R=V0 durch die Gleichungen verknüpft sind 
7) Poy)=Ys und (8) P_(y)=Yr- 
IV. 
Differentialgleichungen derselben Klasse. 


Wir nehmen jetzt v=n—1 und nennen im Anschluss an die Defi- 
nition von Herrn Fuchs (a. a. ©.) jede Differentialgleichung, welcher der Ausdruck 


Ys P(yz) 
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für jedes Integral y, von R=0 genügt, mit R=V bei e=0 zu derselben 
Klasse gehörig*). 

Hiernach gehört die Gleichung S=0, deren Ausdruck S man bei 
Aufsuchung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von R und P findet, mit 
R=0 zu derselben Klasse. Wenn umgekehrt S=0 mit R=0 zu der- 
selben Klasse gehört, also durch den Ausdruck y; = P(y,) für jedes Inte- 
oral 9, befriedigt wird, so ist SP(y) durch R(y) theilbar, 


SP(y) = OR(y), 
SP also wieder gemeinsames Vielfaches von P und R. Man kann daher 
auch sagen: Eine Differentialgleichung S= 0 gehört dann und nur dann mit 
der Gleichung nter Ordnung R=V zu derselben Klasse, wenn ein Differential- 


ausdruck höchstens (n—1)-ter Ordnung P ewistirt, sodass SP durch R theil- 


bar ist. 
Um alle mit A=0 zu derselben Klasse gehörigen Gleichungen zu 
finden, hat man also nur P = (n—1)-ter Ordnung in jeder möglichen Art 


zu varjiren und jedesmal das kleinste gemeinsame Vielfache von P und R 
aufzusuchen, wie es in I. geschehen ist. Es ergeben sich nun unmittelbar 
alle von Herrn Fuchs (a. a. O.) bewiesenen Sätze. 

Wählt man P ohne gemeinsamen Theiler mit R, so wird S nter Ord- 
nung, und man kehrt mittelst des zu P mod. R inversen Differentialausdruckes 
P_, ebenso von S zu R zurück. 

It R=V0 bei x =V irreductibel, so haben daher alle Differentialgleichun- 
gen derselben Klasse die Ordnung n. 

It R=0 bei = reductibel, so kann man P mit gemeinsamem 
Theiler mit R bestimmen, d. h. so giebt es Differentialgleichungen der Klasse, 
die niedrigerer als nter Ordnung sind. 

Geht man von R mittelst ? zu S über und dann von S mittelst P, 
zu T, so hat man 

yr=P,ys, y=P(yn): 


also 

(13.) Yr = PıF(yn). 
hedueirt man aber P,P(y) mod.R(y) 

(14.) P,P(y) = KR(y)+P:(y). 


*) Diese Definition umfasst offenbar die Fuchssche, bei der die r und p als ratio- 
nale Functionen vorausgesetzt werden, als Speecialfall. 


: y 











164 Heffter, über gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdrücke. 


wo P, höchstens (a—1)-ter Ordnung, so ist nach (13.) und (14.) 


15.) Px(yr) Z Yr; 
d.h. man geht mittelst P, direet von AR zu T über: 

Geht man von R zu S mittelst P, von S zu S, mittelst P, über, so 
geht man direct von R zu S, mittelst des aus P und P, zusammengesetzten 
Differentialausdruckes P,P über, nachdem dieser mod.R auf die (n—1)-te Ord- 
nung reducirt ist. 

Hieraus und nach den beiden vorangehenden Sätzen folgt nun: 

Ist eine Gleichung der Klasse irreductibel, so sind alle Gleichungen der- 
selben Klasse irreductibe. Denn käme man von ihr zu einer reduetiblen, 
so käme man von dieser zu einer Gleichung niedrigerer als »ter Ordnung, 
was nach dem ersten jener beiden Sätze ausgeschlossen ist. — Folglich gilt 
auch der Satz: 

Ist eine Gleichung reductibel, so sind alle Gleichungen derselben Klasse 
reductibel oder niedrigerer als nter Ordnung. 


V. 
Die determinirenden Gleichungen von Differentialgleichungen derselben Klasse. 

Von Wichtigkeit für die Anwendungen ist endlich die Frage, wie 
man die Wurzeln der determinirenden Gleichung durch Uebergang zu einer 
anderen Differentialgleichung derselben Klasse abändern kann. 

Die Recursionsformeln von P, R, Q, S bei 2=(0 mögen bezw. 


lauten: 
Part Pat" = 0, 
Gt ru t* = —, 
It gut" = 0, 
St Sat = 0, 


SOdASsSs Pu, Pirs Gars Su die determinirenden Functionen der betreffenden 
Gleichungen sind und pu-ı, Pa, U. 8. w. die bekannte (z. B. aus des 
Verf. „Einl. in die Theorie der lin. Diffgl.“, Leipzig, Teubner, 1894, $. 12 
zu entnehmende) Bedeutung haben. Hat dann R die Normalform bei x = (0, 
und ist P diejenige von P, so dass etw: 

F x'P, 


wo 4 eine positive oder negative ganze Zahl, giebt man endlich auch 0 
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von vornherein die Normalform, so besteht nach Gleichung (1.) die Relation 
(16.) Spran4rPrr — Inline 

P, kann ganz beliebig gewählt werden, also auch so, dass p, = 0 keine 
Wurzel mit r.=0 gemein hat, dass also nach (16.) die Wurzeln von 
= 0 mit denen von g,, = 0 übereinstimmen und folglich die von s,,,.,, = 0 
mit denen von r„.=0, wobei A auch noch disponibel ist. Wir haben daher 
zunächst den Satz: 

Man kann von R=V stets zu einer Differentialgleichung derselben 
Klasse S=U übergehen, deren zu e=( gehörige determinirende Gleichung 


Wurzeln hat, die sich von denen der determinirenden Gleichung von R=( um 


z > 


dieselbe beliebige ganze Zahl (= 0) unterscheiden. 


\ 


Aus Formel (7.) folgt überhaupt, dass jeder Wurzel von r,,.—= (0 eine 
höchstens um eine ganze Zahl verschiedene Wurzel von s,=V entspricht. 
Um zu zeigen, dass man auch einzelne Wurzeln von r.—=0 durch andere 
bei 5, = 0 ersetzen kann, nehmen wir R und P in der Normalform an 
und geben auch S und Q sogleich diese Gestalt. Dann bestehen nach (1. 
die von Herrn Frobenius zuerst aufgestellten Gleichungen * 


CAR.; SHPıx = Inf; 
(18.) Sa Pr Tt Sa-ıPr-a-ı = Qatfıa-ıTt Ir-ılı-ıanı: 
u Ei Wir 


von denen wir aber nur die beiden ersten zu benutzen brauchen. Soll also 


$,=0 eine Wurzel besitzen, die r,,.—=0 nicht hat, so muss g, = 0 diese 
Wurzel liefern, p,, =0 dafür eine Wurzel von r,, = 0 abnehmen. 

Sei nın o eine 4-fache Wurzel von r.=0, so darf A<{n an- 
senommen werden, da der Fall A=x» schon durch den vorangehenden Satz 
erledigt ist. Wählen wir P von der 4-ten Ordnung und p, = (k—e)‘, so 
folgt aus (17.) und (18.) 

(19.) hi ur = Gk-ıfr-ıa-ı 8 Pi-u-ı: 


Für k=o+1 ist nun durch geeignete Bestimmung des noch völlig dispo- 
niblen p,.,, stets zu erreichen, dass der Bruch links von Null verschieden 


ist, ausser wenn gleichzeitig 


(20.) re Tl For 0%. 
*) Vgl. z.B. des Verf. „Einleitung“ S. 187. — Frobenius, dieses Journal Bd. 80, 


(1875) 8. 321. 
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Die rechte Seite von (19.) ist aber durch (k—-o—1)’ theilbar, also abgesehen 
von dem Ausnahmsfall (20.) auch g,, und da dieses überhaupt nur Aten 
(Grades ist, so ist 


Ir = Const.(k—o—1)}. 


also 


‚941 N ) u; ) 
21.) Ir = C y (k Bu ; 17, 


d.h. Man kann von R=V stets zu einer Differentialgleichung S=V derselben 
Klasse übergehen, deren zu e= U gehörige determinirende Gleichung s,, = 
statt der 4-fachen Wurzel o der determinirenden Gleichung r,=V von R=V die 
Wurzel o+1 4-fach besitzt, ausser in dem einzigen Fall, wenn o-+1 zugleich 
Wurzel von r.=0 und r,_, = ist. 

Dieser Satz enthält denjenigen des Herrn Fuchs*) und sagt noch 
etwas mehr aus. 


(siessen, September 1895. 


u Sitzungsber. d. Berl. Akad. Nov. 159. 














Zur Theorie der algebraischen Functionen. 


(Von Herrn L. Baur in Darmstadt.) 





1. Die Grundgleichung eines jeden Körpers (2 algebraischer Fune- 

tionen der Veränderlichen z kann in die Form 
"rhe)ly""t he) = 0 

sesetzt werden, WO fi, fa; --., f„ ganze rationale Functionen von x sind. 
Die Gesammtheit aller in (2 enthaltenen Funectionen, die zugleich algebraisch 
ganz sind, möge als das System o bezeichnet werden. Hat man nun n 
Funetionen @,, @&, ..., @, des Systems o und bedeuten «,, %, ..., %, irgend 
welche ganze rationale Functionen von x, so gehört jedenfalls auch die 
Function 4,0, +%9,+--+u,o, dem System o an. Soll diese Function durch 


eine Linearfunetion algebraisch theilbar sein — diese Untersuchung bildet 
die Hauptaufgabe bei der Aufstellung einer „Basis für 0“ —, so muss diese 


Eigenschaft erhalten bleiben, wenn man die ganzen rationalen Funetionen 
U, U 2.5 %, mod.(2—c) auf ihre constanten Reste e,, ©, ..., ec, redueirt, 
und es muss daher auch die Function 


ie cW,+60,0+ +00, 
—c 

algebraisch ganz sein. Da nun nach dem Dedekind- Weberschen Hauptsatze 
über die Diseriminante die Gleichungen 
iu Br Ra a) a Be )”) 

(=1,2,...,n) 
bestehen, andererseits aber die Diseriminante eines jeden Systems von ganzen 
algebraischen Funetionen eine ganze rationale Function von z ist, so er- 
giebt sich unmittelbar die bis jetzt noch nicht allgemein hervorgehobene 


wichtige Folgerung **): 
*) Siehe die Arbeit der Herren Dedekind und Weber, d. J. Bd. 92, S. 190 u. 193. 


**) Vgl. übrigens meine Arbeiten in den Math. Ann. Bd. 32, S. 156, Bd. 41, S. 492, 
Bd. 43, S. 508. 
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Eine Function von der Form u0,+w0,+:-+u,0, kann bloss dann 
durch eine Linearfunction c—c algebraisch theilbar sein, ohne dass alle Coef- 
ficienten u,, 
ein mehrfacher Factor der Discriminante des Functionensystems w,, ®;, .. 

2. 
von dem System 1, 9, ..., y'"' aus, dessen Diseriminante abgesehen von 
einem eonstanten Factor zugleich die Gleichungsdiseriminante_ ist. 
diejenige ganze rationale Function höchsten 
Grades von z, die eben noch in y’ aufgeht, so ist diese Function zu- 
nächst vollkommen bestimmt durch die Bedingun 


zeiehnet 


so 1st 


Enthält die Disceriminante des Systems y,, Y». 
Linearfactoren, so bildet dieses System selbst eine Basis für v. 

In der That, wendet man die Gleichungen (1.) auf die Functionen 
o,„=y, an, so können dieselben unter der jetzigen Voraus- 
setzung bloss dann bestehen, wenn die Constanten e,, ..., ec, alle verschwinden, 
d.h. es kann die ganze Function y,+%y+---+u,y, jetzt nur dann durch 
die beliebige Linearfunetion ze —c theilbar sein, wenn die sämmtlichen Grössen 
a, den Factor r—c besitzen. 


w, z—— Yır 


U,s U). 


terisirt das System Yı, 9 


7 
ds 
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durch e—e theilbar sind, wenn diese Linearfunction 


Gewöhnlich geht man bei der Bestimmung einer Basis für o 


aber durch X, 


diejenige ganze Function 
höchsten Grades von x zu sein, welche den Congruenzen 


mod.X,, 


mod.X;, 


0 mod.X’ 
eenügt und diese Congruenzen nehmen in jedem conereten Falle unter Benutzung 


der Newtonsehen Formeln eine sehr einfache Gestalt an. Setzt man damn 


rin X x, 4(l,y, 
und da hiernach die Diseriminante des Systems Y,ı, Ya, +... 9. im allge- 
meinen weniger mehrfache Factoren besitzt, wie die Gleichungsdiseriminante, 
so ist es zweckmässiger bei der Lösung der oben genannten Aufgabe von 
diesem Systeme auszugehen. Insbesondere: 


bloss einfache 


Diese Eigenschaft aber charak- 
., 4, als eine Basis von 0. 

Nachdem Herr Hensel gezeigt hat (Acta math. Bd. 18, S. 315), 
dass der Dedekind- Webersche Diseriminantensatz auch für die von ihm ein- 
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seführten homogenen ganzen algebraischen Formen gilt, ergiebt eine der 
vorigen ähnliche Ueberlegung, dass die oben gezogene Folgerung sinn- 
semäss auch hier bestehen bleibt, und dass demnach bei der Aufsuchung 
eines „absoluten Fundamentalsystems‘‘ von vorn herein ebenfalls bloss die mehr- 
fachen Factoren der Gleichungsdiseriminante, oder, wenn man unter n und n, be- 
züglich die den Funetionen y und y, entsprechenden homogenen algebraischen, 
durch Z; die den Functionen X, entsprechenden binären Formen von x, 
und x, versteht, bloss die mehrfachen Factoren von I(n,.n.,...,n,) berück- 
sichtigt zu werden brauchen. 

In gleicher Weise folgt, 

dass die Functionen n,, nn, ..., n„ immer selbst ein absolutes Funda- 
mentalsystem darstellen, sobald 4(n,. n.,...,n,) nur einfache Linearfactoren 
enthält”). 

Ein Beispiel hierfür bietet die Gleichung 

yYızytz=h, 

wo % eine beliebige nicht verschwindende Constante bedeuten soll. Setzt 
man hier 


T, > 
u DBy=n7, 
so geht dieselbe über in 
"+20n7+22(20, —kz,) = (0, 
und es ist jetzt, wie man sofort sieht, 2, =1, also ,=n. Ferner ist 5, zu 
berechnen aus den Congruenzen 
S(n7)= —-2xir; 0 (mod.S;). 
S(n)= 2.2 0 (mod.z7). 
(n7)= -200, +32 (2, hr)’ =0 (mod.2?). 
mithin: 
. n 
-_ un L,, N3 - ‚ 
er 
und 
) ö 3240 - ” 
4(l,n n)= „ 4(l, n, 7) = m, 4a +27 2,(2, —krr)|, 


so dass thatsächlich, ganz specielle Werthe von k ausgeschlossen, die Dis- 
eriminante /(1, n, n,) bloss einfache Linearfactoren besitzt und die Functionen 
l, 7, 7, ein absolutes Fundamentalsystem bilden. Die Dimension von n ist 

*) In diesem Falle lassen sich auch die Integranden erster Gattung ohne weiteres 


ganz allgemein angeben, worauf ich demnächst zurückkommen werde. 


Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft ?. 22 
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hier gleich 2, die von n, also gleich 3, die Gesammtdimension N des ab- 
soluten Fundamentalsystems gleich 5 und das Geschlecht des vorliegenden 
Körpers um 3—1=2 Einheiten niedriger als die Gesammtdimension, also 
p=3. Zu dem nämlichen Resultate führen auch die Betrachtungen von 
Riemann und Clebsch, wenn man berücksichtigt, dass die betrachtete Glei- 
chung eine Curve vierter Ordnung ohne Doppel- und Rückkehrpunkte darstellt. 
Aber auch in jedem anderen Falle wird die Bestimmung eines absoluten 
Fundamentalsystems durch die obige Bemerkung ausserordentlich vereinfacht. 
Bringt man z. B. die Gleichung 
yY+3(c+1) ec -)332-1)—-4y-16(9r—1) = 0 
durch die Substitution 


in die Henselsche Form 
"+3, +2) (8-2) — ©) —4r|0,n -162,(92,— ©) = (0, 
so kann die Gleichungsdiseriminante / in die Form 
4=—-4A4l,n, = -Ü©,—-%) ©; P(x,, ©;) 
gesetzt werden derart, dass die 11 Linearfactoren der binären Form P(«x,, ®;) 
sowohl von einander, als auch von z,, &,—x;, und x, verschieden sind. Ob- 
gleich also die Gleichungsdiseriminante 18 Linearfactoren besitzt, kann doch 
die Funetion 
w = tn +u,n 
höchstens durch die drei Linearformen ©, &,—2;, &, und — es ist hier. 
wie leicht zu zeigen, 5 = z,, also n,; = « ‚I(1,n,9) = (©, —-2%) 2, P(z,, 8: 
— (die Function 
vw, = W+%n+ Un; 
höchstens noch durch x, und z,—z;, theilbar sein und thatsächlich ist dies 
auch der Fall: die Function 
% 82,88, +2,)— 22, (32, —2,)n+n, 

x,(2, —x,) 
gehört dem durch die obige Gleichung definirten Gattungsbereiche @(z,, z;, 7) 
an. Es enthält dann /(1,n7,7) = xP(z,, x;) keine mehrfachen Factoren 
mehr, also stellen die Functionen 1, n, 7 ein absolutes Fundamentalsystem 
dar, dessen Gesammtdimension N=0+3+3 = 6 ist, so dass das Geschlecht 
p den Werth N—2=4 hat, während die Verzweigungspunkte — hier, wie 
vorhin, lauter einfache — durch die Gleichung ©, P(x,, x) = 0 geliefert werden. 
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Ueber die endlichen Gruppen von Correlationen. 


(Von Herrn S$. Kantor in Dover.) 


Das analytische Resultat von Camille Jordans Abhandlung über die 
endlichen Gruppen linearer Substitutionen*) drückt sich geometrisch wie 
folgt aus: 

Theorem. Sämmtliche endlichen Gruppen von Collineationen der 
IÜbene transformiren entweder 1) einen Punkt und eine Gerade oder 2) ein 
(Greradentripel oder 3) einen Kegelschnitt oder 4) das syzygetische Biischel 
von Curven dritter Ordnung oder 5) eine Curve vierter Ordnung in sich 
selbst **). 

Corollar. Jede endliche Gruppe von Üollineationen transformirt ent- 
weder ein Büschel oder ein (etwa auch zerfallendes) Netz von Curven 
dritter Ordnung in sich. 

Auf Grund obigen Theoremes, dessen direete geometrische Herleitung 
noch ihrer Durchführung wartet, lässt sich die sich anknüpfende Theorie 
der endlichen Gruppen von Üorrelationen relativ einfach erledigen, wie die 
folgenden Theoreme darthun sollen. 


sl. 

Die 2u« Wiederholungen oder die Zusammensetzungen von je 2, 4, ... 
der Correlationen K,, K,;, ... der Gruppe geben Collineationen, welche eine 
ausgezeichnete Untergruppe der ganzen Transformationsgruppe bilden. Ueber 
diese Collineationen folgt aus dem Satze von Schröter ***): Die Collineation, 
welche eine Wiederholung einer Correlation bildet, ist eine projeetive Rota- 


*) Dieses Journal Bd. 84. Vorhergegangen waren Arbeiten der Herren Pepin, Fuchs 
und Klein über die endlichen Gruppen linearer Substitutionen im binären Gebiete. 
**) No. 1 liefert den 1., No. 2 den 2. und 3., No. 3 den 4., No. 4 den 5., 6., 7. Typus 
von Herrn Jordan, No. 5 den von Herrn Klein hinzugefügten Typus (M. A. XIV). 
**#) Dieses Journal Bd. 77. Hierzu auch Pasch, M. A. XXI. 


22* 
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tion, d.h. sie verwandelt ©! Kegelschnitte, welche sich in zwei Punkten 
T,, T, berühren, jeden in sich. 

Nothwendige und hinreichende Bedingung für die Periodieität der 
Correlation ist die Periodieität einer Wiederholungseollineation. Hieraus folgt: 

Lemma I. Eine Gruppe von Öorrelationen ist stets und nur endlich, 
wenn die Gruppe der Collineationen, welche sich aus ihnen zusammensetzen, 
endlich ist. 

Die Kegelschnitte des erwähnten Büschels werden durch K selbsi 
involutorisch unter einander transformirt und zwar der Kegelschnitt, welcher 
aus der doppelt gezählten Geraden T,T, besteht, wird in den Kegelsechnitt 
ST,-+ST, transformirt, wo der Punkt S der Geraden T,T, doppelt entspricht 
und dieser in T,R,+T,T,.. Die beiden Kegelschnittbüschel, welche ST, und 
T,T, in S, T, oder ST, und T,T, in S, T, berühren, werden involutorisch 
unter einander transformirt. Diese Involution heisse J.. Unter den Kegel- 
schnitten des invarianten Büschels befinden sich zwei invariante Kegelschnitte 
C,, C,, von denen jeder eine Projectivität A,, H, unter seinen Punkten und 
Tangenten trägt, deren Quadrat H’ eine Projeetivität ist, welche einen Be- 
standtheil von K” bildet. Auch die Ineidenzkegelschnitte J, 3, auf welchen 
sich die sich mit Ineidenz entsprechenden Punkte und Geraden befinden, 
sind im Büschel enthalten. Die beiden Projectivitäten 4, oder H, auf €, 
oder ©, unter den Punkten und den Berührungspunkten der entsprechenden 
Tangenten sind in einer und derselben ebenen Collineation enthalten. Es 
folgt aus dem Gesagten: 

Lemma 11. Jede Correlation lässt sich auf zwei Arten aus einer Polarität 
und einer Öollineation, welche mit einander vertauschbar sind, zusammensetzen”). 

Theorem I. Die Correlation K ist sowohl bestimmt durch die Angabe 
eines der Kegelschnitte C,, ©, und die Projectivität H unter seinen Punkten und 
Tangenten als auch und zwar gleichzeitig mit K' durch die Angabe von J und ‘\}. 

Denn man kennt hierdurch sei es die beiden Factoren des Lemma II, 
sei es vier Punkte und die entsprechenden Geraden, wobei aber J, 3 noch 
zweifache Wahl lässt. 

Corollar. Wenn nur K’ gegeben ist, giebt es »' Correlationen K 
entsprechend den »' Paaren von Kegelschnitten, welche als C,, C, angesehen 
werden können. 


*) Ein ähnliches Theorem gilt auch im R,. 
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Theorem Il. Die Correlationen K, welche dieselbe Involution unter den 
Kegelschnitten eines gegebenen büschels hervorbringen, deren Projectivitäten 
auf den Ü aber eine endliche (cyklische) Gruppe bilden, bilden eine end- 
liche Gruppe. 

Denn die Gruppe der Collineationen in der Gruppe ist endlich, 
worauf Lemma I in Kraft tritt. Die Collineationen haben drei feste Doppel- 
punkte S, T,, T.. 

Theorem Ill. Wenn von zwei Imvolutionen J. unter den Kegelschnitten 
des Büschels ST,T, die Doppelpaare sich harmonisch trennen, so bilden alle 
Correlationen, welche mit jenen Involutionen und über einer Collineation K' 
construirt werden, welche periodisch ist, eine endliche Gruppe. 

Die beiden J, setzen sich zu einer dritten Involution zusammen, aber 
über dieser werden nur Collineationen in der Gruppe erscheinen. Dass die 
Gruppe endlich ist, folgt aus Lemma I, wenn jede Correlation nach Lemma I] 
zerlegt wird, weil vier Polaritäten C,, ©,, C,, ©, welche mit T,T,+T,T 
und ST,+ST, eine Oktaederform im Büschel bilden, eine endliche Gruppe 
zusammensetzen. Die Gruppe ist aber auch die allgemeinste, welche über 
denselben beiden Involutionen J. eonstruirt werden kann, da jede Gruppe 
vertauschbarer Collineationen mit drei festen Doppelpunkten als eine eyklische 
Gruppe definirt werden kann. 

Es sei nun unter den Kegelschnitten des Büschels eine Doppel- 
pyramidengruppe festgesetzt, welche T,T,+T,T, und ST, +ST, als die beiden 
Spitzenelemente besitzt. Jede Involution dieser Gruppe, welche um eine 
Nebenaxe (das ist um C,C,) umklappt, verwende man als J, und construire 
hierzu die Gruppe des Theoremes II. Als Gruppen der H können ver- 
schiedene Gruppen verwendet werden; hiermit ändert sich nur die Ordnung 
der resultirenden Gruppe. Wie für III hat man: 

Theorem IV. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, welche ein 
gegebenes invariantes Büschel von Kegelschnitten besitzt, ist die oben erwähnte. 

2. Eine andere Klasse Gruppen hat statt gemeinsamen Tripels 
ST,T, einen gemeinsamen Kegelschnitt €, und eine endliche Gruppe von 
Projectivitäten 4 der Punkte zu den Tangenten. Man könnte daran denken, 
die Gruppe dadurch zu vervollständigen, dass man die Correlationen con- 
struirt, welche die Projectivitäten erst als H° besitzen. Jedoch entsteht so 
nur dann eine endliche Gruppe, wenn die neuen (Theilungs-) Projeectivitäten 
mit der gegebenen Collineationsgruppe verbunden eine endliche Gruppe 
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bilden. Ist also die Collineationsgrauppe als vollständig angenommen, so 
ist eine Erweiterung nieht möglich. Daher: 

Theorem V. Die allgemeinste endliche Gruppe von Collineationen, 
welche einen Kegelschnitt C fest lässt, wird erhalten, indem man unter ' den 
Punkten eines Kegelschnittes C eine der fünf endlichen binären Gruppen fest- 
setzt und die durch sie bestimmten Collineationen mit der Polarität nach © zu- 
sammensetzi*) 

Es ist auch nicht möglich, diese Gruppe bei festbleibender, als voll- 
ständig vorausgesetzter Gruppe der K’ derart zu vervollständigen, dass 
man eine Correlation durch eine Gruppe des Theormes IV ersetzt. Denn 
es entstände eine Collineation, welche € in einen anderen Kegelschnitt über- 
führte und dennoch mit der gegebenen Gruppe eine endliche Gruppe bilden 
würde, wogegen dieselbe vollständig sein soll. 


$ 2. 

Es sollen nun alle existirenden Correlationsgruppen aus den existiren- 
den Collineationsgruppen abgeleitet werden. 

Theorem VI. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, welche als 
ausgezeichnete Untergruppe eine Gruppe des ersten Typus von Herrn Jordan 
hat, wird construirt, indem zu einer projectiven Rotation der Gruppe die Gruppe 
des Theoremes ll construirt wird. 

Wird jede Correlation nach Lemma II zerlegt, so werden die Pola- 
ritäten eine Gruppe von Collineationen zusammensetzen, welche endlich ist. 
wenn die Configurationen der Kegelschnitte € durch die Collineationsgruppe 
in sich selbst übertragen wird. Die collinearen Bestandtheile aber bilden 
eine endliche Gruppe, weil sie in der gegebenen Collineationsgruppe ent- 
halten sind. 

Theorem Vll. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, welche als 
ausgezeichnete Untergruppe eine Gruppe des zweiten Jordan’schen Typus be- 
sitzt, wird construirt, indem man mit der Collineationsgruppe eine Gruppe des 
Theoremes 1V verbindet. 

Diejenigen Collineationen, welche T, mit T, vertauschen, erscheinen dann 
nicht als A’, sie dienen nur dazu, die Correlationen über ST, T, unter ein- 
ander zu übertragen und setzen sich mit diesen Correlationen zu Polaritäten zu- 


*) Dieses Theorem gilt analog im AR, mit festbleibender Mi **+", 
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sammen, welche ST,T, als gemeinsames Polardreieck besitzen. Diese 
Polaritäten setzen sich ihrerseits zu einer endlichen Gruppe zusammen, was 
nur dann möglich ist, wenn die Kegelschnitte einen Bestandtheil einer 
eyklischen Configuration bilden*). Da die Polaritäten durch die Collinea- 
tionen unter einander übertragen werden, so kann man statt VII setzen: 

Theorem VIII. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, deren 
Collineationen den zweiten Jordanschen Typus zusammensetzen, wird construirt, 
indem man die Gruppe des Theoremes IV mit irgend einer Polarität zusammen- 
setzt, welche ST,T, zum Polardreiecke besitzt. 

Wenn der dritte Jordansche Typus vollständig ist, dann bilden die 
Doppelpunktstripel der Collineationen des Index 3, welche vorkommen, eine 
eyklische Configuration von 9»’ Punkten mit Bezug auf zyz. Dieselbe 
setzt sich zusammen aus »° ceyklischen Configurationen zu je 9 Punkten 
und zu jeder derselben gehören 9 Kegelschnitte, in Bezug auf welche die drei 
Doppelpunktsdreiecke sich polar reprodueiren. Ich behaupte nun zunächst: 

Theorem IX. Man erhält eine zum dritten Typus gehörige endliche 
Gruppe von Correlationen, indem man AYZ auf alle drei Arten als ST,T, 
nimmt, jedesmal eine Gruppe IV hinzuconstruirt und diese drei Gruppen zu- 
sammenseltzt. 

Zwei Üorrelationen aus zwei solchen Gruppen liefern eine Collineation, 
welche XYZ cyklisch vertauscht. Denn wenn für die erste Correlation 
ST,T, in XYZ, für die zweite in YZX sind, so entsteht durch Zusammen- 
setzung Y in YXinX; X in YZinZ; ZinÄZ in Y. Es entstehen also in 
IX nur weitere Collineationen des Index 3. Wie die beiden Formeln 
2:9: = h:%:%% und 2,:29,:03 = 4a: ku, :4,u, zeigen, genügt die 
Endlichkeit der drei componirenden Gruppen, damit die Gesammtgruppe 
endlich sei. 

Die in IX entstehenden Gruppen enthalten indessen nur Polaritäten. 
deren Kernkegelschnitte XYZ in uneigentlicher Weise polar reprodueiren, 
Es kommen auch keine Collineationen vor, welche die drei Punkte mit dem 
Index 2 vertauschen würden. 


*) Cyklische Configurationen von Kegelschnitten habe ich (Denkschriften der Wiener 
Ak. Bd. XL) so definirt. Es seien in Bezug auf xyz eine cyklische Configuration von n° 
Punkten und eine solche von n’ Geraden gegeben. Dann giebt es n° Kegelschnitte. 
welche solche Lage haben, dass jeder der n? Punkte in Bezug auf jeden der n" Kegel- 
schnitte eine der rn” Geraden als Polare besitzt. 
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Theorem X. Eine Gruppe von Correlationen, welche den dritten Jordan- 
schen Typus als ausgezeichnete Untergruppe hat, wird construirt, indem man 
IX mit irgend einer Polarität zusammensetzt, welche XYZ zum Polardreiecke 
besitzt. 

Denn wenn keine Polarität dieser Art vorkommt, so muss die Gruppe 
nothwendig mit IX übereinstimmen. Die Polaritäten müssen aber durch 
die vorkommenden Collineationen unter einander übertragen werden und da 
jeder zu XYZ conjugirte Kegelschnitt in jeden anderen solchen durch eine 
Collineation übergeführt werden kann, welche X, Y, Z als Doppelpunkte 
besitzt, so erhält man die allgemeinste Gruppe, falls die Collineationen- 
gruppe als vollständig vorausgesetzt wird. Also: 

Theorem Xl. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, welche den 
dritten Jordanschen Typus enthält, wird construirt, indem man die Polaritäten 
bezüglich einer durch X invarianten cyklischen Configuration von Kegelschnitten 
mit X verbindet, 

Bevor ich zum vierten Typus übergehe, bemerke ich, dass in Herrn 
Jordans Abhandlung die Substitution C lauten muss: 


X az (l1-a)y -—2a(l—a)z BR 
a = 
C= y (l-a)e ay Za(l—a)z , i T+Tn!—2 
PO I y (1—-2a)z Ü — 1 


nur dann transformirt die Gruppe einen Kegelschnitt in sich und zwar: 

3 ((1-H2a)’+4aa)+a’(1+oa(l+a))+y’(l+aall+a))+2y(—2+0(a’+(1-+0)’)) 
— 2rz(1+2a+oa’(1+2a)) = 0 

eh 


a 


mit a 


Theorem Nll. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, welche den 
vierten Jordan'schen Typus enthält, ist die Gruppe \V, wenn die Gruppe der 
Projectivitäten die Ikosaedergruppe ist. 

Alle anderen Gruppen, die aus V entstehen, gehören unter die vor- 
hergehenden. 

Theorem XIII. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, welche den 
fünften, sechsten oder siebenten Jordan’schen Typus enthält, ist die Gruppe, 
welche entsteht, wenn die Polaritäten bezüglich jener 36 Kegelschnitte, nach 
welchen die Wendepunktsconfiguration (das Quadrupel der vier Hesse'schen 
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Dreiecke) sich selbst polar ist, mit der Collineation des fünften, sechsten oder 
siebenten Typus verbunden werden*). 

Diese 36 Kegelschnitte sind wie folgt vertheilt. Jedes Wendedreieck 
wird in je zwei Eckpunkten von drei Kegelschnitten, also insgesammt von 
9 berührt, von welchen jeder einem zweiten Wendedreiecke conjugirt ist 
und die beiden jedesmal übrigen zu einander polaren Dreiecke besitzt. Je 
drei Kegelschnitte also, welche ein Wendedreieck in drei verschiedenen Eck- 
punktepaaren berühren, haben ein gemeinsames Polardreieck und ein und 
dasselbe Paar polar conjugirter Dreiecke. Jedoch sind die perspectivischen 
Zuweisungen der beiden letzteren Dreiecke verschieden für die drei Kegel- 
schnitte. Die Correlationsgruppe muss die vier Wendedreiecke unter ein- 
ander permutiren und kann daher keine anderen Polaritäten als jene 36 
enthalten. Aus dem weiter folgenden, für alle Gruppen geltenden Theoreme XV 
ergiebt sich dann aber die Vollständigkeit. Das Lemma II liefert hier 
keinen direeten Beweis. 

Theorem XIV. Die allgemeinste Gruppe von Correlationen, welche den 
achten Typus (von Klein) enthält, wird construirt, indem man diese Collinea- 
tionsgruppe componirt mit den Polaritäten in Bezug auf die zweimal sieben 
Kegelschnitte, welche durch die Gruppe je unter einander transformirt werden**). 

Diese 14 Kegelschnitte sind jeder in Bezug auf die Curve vierter 
Ordnung C;: 3; +30; +25, =0 sich selbst polar. Sie sind es auch be- 
züglich einer Curve vierter Klasse 7;: wu, +3%,-+0u, = 0, welche ebenfalls 
durch die Collineationsgruppe in sich transformirt wird. 

Theorem XV. In jeder Correlationengruppe ist die Anzahl der Corre- 
lationen gleich der Anzahl der Collineationen. 

Denn durch Zusammensetzung (HC) irgend einer der Correlationen 
C mit den Collineationen H ensteht die gleiche Anzahl Correlationen, und 
es muss auch jede der Öorrelationen dieser Art und zwar nur einmal 
entstehen. 


*) Die Unterscheidung des fünften, sechsten, siebenten Typus besteht darin, dass 
resp. eine harmonische C, in sich, ein Paar harmonischer €, unter einander oder über- 
haupt die sechs harmonischen €, unter einander transformirt werden. 

**) 0f. Klein, Math. Ann. XIV, XV, XXVII. Dass die 2.7 Kegelschnitte durch 


Zusammensetzung ihrer Polaritäten die 168 Collineationen liefern, ist dort nicht erwähnt. 


Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 2. 











Untersuchung und asymptotische Darstellung der 
Integrale gewisser Differentialgleichungen bei grossen 
reellen Werthen des Arguments. 

(Erster Aufsatz.) 

(Von Herrn Adolf Kneser in Dorpat.) 





Allgemeines über Differentialgleichungen der Form y” = f(x, y), deren rechte Seite stets 
dasselbe Zeichen wie y besitzt. 


Darchläuft die unabhängige Variable x alle reellen Werthe, so 
wechselt ein reelles Integral der Differentialgleichung 
er =y=y 
entweder sein Zeichen ein einziges Mal, während die erste Ableitung stets 
ein und dasselbe Zeichen aufweist, oder es behält ein constantes Zeichen 
überall bei, während die Ableitung höchstens einmal den Werth Null passirt. 
Man erkennt ferner leicht, wenn man z und y als rechtwinklige Coor- 
dinaten in der Ebene ansieht, dass durch zwei Punkte im allgemeinen 
eine und nur eine Integraleurve gelegt werden kann. Alle diese aus den 
einfachsten Eigenschaften der Exponentialfunction folgenden Sätze gelten 
auch für weit allgemeinere Differentialgleichungen, wenn man die Variable x 
nicht alle reellen Werthe, sondern ein beliebig begrenztes Continuum durch- 
laufen lässt. 
In der Differentialgleichung 
(1.) y = fi®, y) 
stehe rechts eine Function, welche stets dasselbe Zeichen wie y besitzt; sie 
sei ausserdem endlich und stetig für beliebige Werthe von y, sobald die 
Variable x innerhalb des durch die Ungleichung 
(2. a<re<h 


definirten Intervalls J liegt. Für alle Punkte desselben sei ein stetiges 
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Integral der Differentialgleichung (1.) eindeutig bestimmt, sobald für eine 
Stelle des Intervalls die Werthe von y und y' willkürlich gegeben sind; 
dazu genügt es z. B. anzunehmen, dass die Function f stetige erste Ab- 
leitungen besitzt, wenn die Variable z im Innern des Gebietes J liegt. 
Alsdann hat ein stetiges Integral, der Differentialgleichung selbst zufolge, 
eine stetige zweite und demnach eine stetige erste Ableitung. Da ferner 
unter den eingeführten Voraussetzungen in dem Bereiche J die Gleichung 


ff, ) = 0 
besteht, so wird die Forderung, dass für irgend einen Werth von x 
due Bm 


sei, erfüllt durch ein Integral, welches identisch verschwindet; ein von diesem 
verschiedenes kann also niemals zugleich mit seiner ersten Ableitung ver- 
schwinden. 
Wenn nun für irgend einen der Ungleichung (2.) genügenden Werth 

& die Ungleichungen 

(3.) y>d, y>d9, M>oO 
bestehen, von denen die dritte aus der ersten folgt, so gelten dieselben für 
alle Werthe von r, für welche 

(4.) Ss a<b. 
Zunächst kann nämlich innerhalb des Intervalls J ein Werth &,, der grösser 
als & ist, derartig bestimmt werden, dass die Grösse y’' positiv bleibt, sobald 


Un 


Un 


er 5. 
Für dieses Gebiet wächst die Function y mit wachsenden Werthen von 
x, und bleibt demnach positiv auch noch für den Werth 2=5,: die Diffe- 
rentialgleichung (1.) lehrt dann, dass dasselbe von y’ gilt, sodass auch für 
—=$, noch die Ungleichungen (3.) bestehen. Man kann daher von 5, in 
derselben Weise wie von $ ausgehend einen derartigen Werth &,, der grösser 
als 5, ist, definiren, dass die Ungleichungen (3.) noch bestehen, solange 


- m 
< / Fe 
Ss ES, 5 





u.8.f. Die Reihe dieser Grössen $,, &, ... kann sich keiner im Innern 
des Intervalls J gelegenen Grenzen annähern; denn bei dieser Annahme 
beständen die Relationen (3.) für jeden der Ungleichung 

$Sse<hn 
genügenden Werth von x. In diesem Gebiete würde daher die Grösse y 


23* 
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mit x zugleich beständig wachsen, also auch für e=n, da sie stetig ist, 
noch positiv sein, und dasselbe würde für y und y’ gelten. Man könnte 
daher die Reihe der Grössen $ noch über n hinaus fortsetzen, entgegen der 
Annahme, von der wir ausgingen. Die Ungleichungen (3.) bestehen daher 
für das ganze Intervall (4.). 

Ganz analoge Betrachtungen lassen sich offenbar durchführen, wenn 
für 2=$ 


(d.) <td ied,:g << 


diese Relationen bleiben dann auch für das ganze Intervall (4.) in Kraft. 
Ein anderes Verhalten zeigt die Function y, wenn man annimmt, 


für 2=S5S sel 
(6.) y>I, y<$, >; 


alsdann können die Grössen y und y' für die Werthe der unabhängigen 
Variablen von 5 bis 5 hin von Null verschieden bleiben, oder nicht. In 
letzterem Falle kann, wenn man x vom Werthe $ aus wachsen lässt, erstens 
die Grösse y eher verschwinden als y'; geschieht dies für = $,, so behält 
für diesen Werth die Ableitung y’ ihr negatives Zeichen bei; also muss 
die Grösse y von positiven zu negativen Werthen übergehen, und man hat 
für alle von $, hinreichend wenig verschiedenen Werthe von x, welche 
grösser als 5, sind, die Ungleichungen (5.). Diese bleiben dann dem oben 
erhaltenen Resultat zufolge für das ganze Intervall von S, bis 5 gültig. 
Zweitens aber kann die Grösse y' zuerst verschwinden, etwa für =S: 
da für diesen Werth die Grösse y und demnach auch y” von Null verschieden 
bleibt, so muss die Grösse y' ihr Zeichen wechseln, und zwar von negativen 
zu positiven Werthen übergehen. Für diejenigen Werthe von x, welche 
grösser als S’ und von dieser Grösse hinreichend wenig verschieden sind, 
gelten daher die Ungleichungen (3.), welche dann wiederum für das ganze 
Intervall von <’ bis 5 in Kraft bleiben. 

Ganz analoge Entwickelungen lassen sich durchführen, wenn statt 
der Ungleichungen (6.) die Annahme 


PN 


ft» a ° y>Vo—, ee 0 
zu Grunde gelegt wird. Einer der vier Fälle (3.), (.), (6.), (7.) muss sich 
aber, wenn das Integral y nicht identisch verschwindet, in beliebiger Nähe 
der unteren Grenze des Intervalls J verwirklichen; da nun oberhalb eines 
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Werthes, für welchen einer der Fälle (3.) und (5.) eintritt, keine Nullstelle 
der Funetionen y und y’ im Gebiete J vorhanden ist, auf diese Fälle aber 
die Ungleichungen (6.) und (7.) zurückführen, nachdem eine der Functionen 
y und y einmal verschwunden ist, so ist folgendes 'Theorem bewiesen. 
Beschränkt man die reelle Variable x auf ein beliebig gegebenes Inter- 
vall J, so sei die Function f(x, y) endlich und stetig für beliebige reelle, end- 
liche Werthe von y und habe mit dieser Grösse stets dasselbe Vorzeichen; sie 
sei ferner so beschaffen, dass ein reelles stetiges Integral der Differential- 


gleichung 


d’ 
. , ((=, Yy) 


dx 


durch die Werthe, welche ihm und seiner ersten Ableitung an irgend einer 
Stelle des Intervalls J vorgeschrieben werden, für den ganzen Umfang dieses 
(rebietes eindeutig bestimmt ist. Alsdann kann von den Functionen y und y 
innerhalb des Intervalls J höchstens eine verschwinden, und diese nicht mehr 
als einmal, 

S.2. 
Der Fall eines nach einer oder beiden Seiten unendlichen Intervalls J, 


In der Argumentation, die soeben zu Ende geführt ist, brauchte an 
keiner Stelle vorausgesetzt zu werden, dass a und 5b endliche Grössen seien: 
man kann die erste = —»x, die zweite = +» setzen oder beide Annahmen 
zugleich einführen, ohne dass der Beweis des erhaltenen T’heorems zu 
relten aufhört. 

Reicht das Intervall J von a bis +, und verschwindet für 2 = a 
keine der Grössen y und y', so sind für diesen Werth des Arguments vier 
Fälle möglich: 
eo) y>Vd, Y >09; PM y<I9, y<0;Y) y>0, y<0; d) y<O0, yY>O. 
Bei den ersten beiden ergiebt sich aus $ 1 sofort, dass die Ungleichungen für 
das ganze Intervall bis +» gültig bleiben. Im Falle «) z. B. ist y eben- 
falls positiv, also wächst die Grösse y' beständig mit « und nähert sich demnach 
für = +» einer endlichen oder unendlichen positiven Grenze; daraus folgt 

limy = +x, 
wobei, wie fortan immer, das Zeichen lim ohne nähere Bezeichnung sich 


auf den Grenzübergang ce = +» beziehe. Ebenso erhält man ausgehend 
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von der Annahme /) 


Auf diese beiden Fälle redueiren sich auch die Ungleichungen y) und 0), 
wenn eine der Grössen y und y’ im Intervall J verschwindet; denn ober- 
halb einer solchen Nullstelle hätte man einen der Fälle «) und /), da die 
verschwindende Grösse ihr Zeichen wechselt. 

Andere Verhältnisse liegen vor, wenn z. B. die Ungleichungen 7) für 
das ganze Intervall J gelten. Dann muss, wenn man die Variable = un- 
begrenzt wachsen lässt, die Grösse y sich beständig abnehmend einer end- 
lichen, nicht negativen Grenze annähern. Wäre dieselbe von Null ver- 
schieden, so würde sich auch die zweite Ableitung y’ einer positiven Grenze 
annähern, also die erste y’ positiv unendlich gross werden, was der Voraus- 
setzung widerspricht. Somit ergiebt sich jetzt 


limy = Q. 


Da ferner y’ ein positiver Werth ist, so muss die Grösse y’ beständig zu- 
nehmen; sie kann sich keiner negativen Grenze annähern, da sonst die 
Funetion y negativ unendlich gross werden müsste. Daraus folgt 


limy' = 0, 


und die beiden letzten Gleichungen ergeben sich offenbar auch aus der An- 
nahme Öd), wenn keine der Grössen y und y ihr Zeichen ändert. Damit 
ist folgendes Resultat bewiesen. 

Erstreckt sich das in $ 1 definirte Intervall J nach der positiven Seite 
ins Unendliche, so können für == +» zwei Fälle eintreten: A) das Integral 
y strebt, beständig wachsend oder beständig abnehmend einem der Grenzwerthe 
+» zu: B) das Integral y und seine Ableitung nähern sich der Grenze Null, 
indem die eine dieser Grössen beständig wächst, die andere beständig abnimmt. 

Erstreckte sich das Intervall J von einem endlichen Werth 5b bis 
—x, so würden die Fälle «) und /) einerseits und y) und Ö) anderer- 
seits, wie man leicht sieht, ihre Eigenschaften vertauschen; bei letzteren 
würde für e= —x die Grösse y beständig wachsend positiv oder beständig 
abnehmend negativ unendlich gross werden. Bei den Fällen «) und 7 
hätte man dieselben Möglichkeiten; ausserdem aber könnten die Grössen y 
und y auch, in gleichem Sinne sich ändernd, für 2 =—»x unendlich 
klein werden. 
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Setzt man endlich voraus, dass das Intervall J alle reellen Werthe 
von z umfasst, so kann man aus den bisherigen Resultaten folgendes 
schliessen. Wenn keine der Functionen y und y’' je verschwindet, so 
müssen dieselben entweder für 2=-+»x unendlich klein und für 2 = —x 
unendlich gross werden, oder umgekehrt. Verschwindet eine der beiden 
Grössen, so wird sie für = —x negativ und für 2=+% positiv unend- 
lich gross oder umgekehrt; die andere wird dann für = +» im ersten 
Falle positiv, im zweiten negativ unendlich gross. Hieraus ersieht man, 
dass bei der gewöhnlichen geometrischen Deutung der Grössen z und y 
die Integraleurven der Gleichung 


(1.) yv=fay). 
wenn das Intervall J sich von —» bis +» erstreckt, betreffs der Wende- 
punkte, Schnitte mit der Abseissenaxe und unendlichen Aeste, nur solche Er- 
scheinungen darbieten, welche bei den Integralen der Gleichung 


zZ; 


m r7 

und ihrer geometrischen Darstellung auftreten. Allerdings ist bis jetzt nicht 
sezeigt, dass unter den Integraleurven der Gleichung (1.) solehe wirklich 
vorkommen, die sich der Abseissenaxe asymptotisch annähern; es ergiebt 
sich dies aber, nachdem eine neue Voraussetzung eingeführt ist, aus $ 3. 

Die einfachen Erwägungen, auf denen die in diesem und dem vorigen 
Paragraphen ausgesprochenen Sätze beruhen, habe ich für lineare Diffe- 
rentialgleichungen schon bei einer früheren Gelegenheit angestellt *). 


Die Integrale bestimmt durch ihre Werthe an irgend zwei Stellen. 

(Grenauere Vorstellungen über die Gestalt der die Integrale darstellen- 
den Curven gewinnt man, wenn man voraussetzt, was von jetzt an geschehen 
soll, dass die Function f(x, y) bei festgehaltenem Werthe von x mit y zu- 
gleich wachse und abnehme, sobald erstere Grösse innerhalb des beliebig 
definirten Intervalls J liegt, auf welches sie fortan beschränkt bleibt. 

Es seien y und z zwei Integrale der Differentialgleichung (1.); ihre 
Werthe sowie diejenigen ihrer Ableitungen für ein bestimmtes Argument 


*) Kneser, Untersuchungen über die reellen Nullstellen der Integrale linearer 
Differentialgleichungen. Math. Annalen Bd. XLII, S. 413. 
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x = x, mögen durch Anheftung des Index Null bezeichnet werden. Hat 
man nun 


.“ ! 
Yı = in Yu > % 
so ist für alle von x, hinreichend wenig verschiedenen Werthe von z 
(8.) y—z >. 
mithin auch, wenn x > r,. 
(9.) y-2 >. 


Hieraus ergiebt sich zufolge der neu eingeführten Voraussetzung 
x > £ z 7 
(10.) f(z, y)—f(z; 2) je 0, y 2 => 0. 
Ist dann £ ein solcher Werth, dass die Ungleichungen (8.), (9.). (10.) be- 


stehen. sobald 
u. << en 5, 





so sei £& die obere Grenze der Grössen $; wir nehmen an, dieselbe liege 
im Innern des Intervalls J. Die bezeichneten drei Ungleichungen bestehen 
dann sicher, wenn 

6: a. ee 
Da nun im Innern dieses Intervalls der Relation (8.) zufolge die Grösse 
y—z mit x wächst, so hat sie, als stetige Funetion, auch für = = $, einen 
positiven Werth; dasselbe gilt dann von der Differenz 





fa, fa, 2) = ya 
und demnach auch von y—z. Daher würden die drei Ungleichungen (8.), 
(9), 10.) noch über das Gebiet (11.) hinaus gültig bleiben, entgegen der 
Voraussetzung, dass Ss, die obere Grenze der Werthe & sei. Jene Ungleichungen 
gelten somit von x, bis zur oberen Grenze des Intervalls J heran, und man 
schliesst daraus, dass, wenn x und y rechtwinklige Coordinaten sind, inner- 
halb eines Streifens, der zur Ordinatenaxe parallel ist und auf der Abseissen- 
axe das Intervall J ausschneidet, zwei Integraleurven nicht mehr als einen 
Punkt gemein haben können. Nimmt man speciell für J das Gebiet alleı 
reellen Grössen, so erhält man ein auf andere Weise von Picard*) be- 
wiesenes Resultat. 

Etwas schwerer zu beantworten ist die Frage, ob durch zwei Punkte 
des definirten Streifens immer eine Integraleurve gelegt werden kann. Es sei 


» \ ._— 
(12, Tu — 7, 


*) Picard, Traite d’analyse Bd. Ill S. 103 (1894). 
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und beide Grössen dem Intervall J angehörig; da nach $ 1 vorausgesetzt 
wird, dass y durch die Werthe y, und y, für das ganze Gebiet J als stetige 
Funetion eindeutig definirt ist, so nimmt sie für 2=z, einen durch y, und 
y, bestimmten endlichen Werth y, an. Ist dann y, zunächst eine feste, nicht 
negative Grösse 


(13.) wo, 
während y, variüirt, so können die Werthe y, keine endliche obere Grenze 
haben; denn wäre n eine solche, so nehmen wir an 


Da nun y der Ungleichung (13.) zufolge in der Nähe des Werthes x, positiv 
ist, sobald z > x,, so hat man die Ungleichungen 

Mine 5 | RORRy jelns og | Bauer an, SE 
nach $ 1 für das ganze Gebiet von z, bis zur oberen Grenze des Inter- 
valls J; mithin wächst die Grösse y' beständig mit wachsenden Werthen 
von x, und es ist für das bezeichnete Gebiet, also speciell auch bis zum 
Werthe x, hin 


Asa rer n—y, 
14. ET An — AR 
(14.) ik Be 
Andererseits kann man setzen 
Yy,-Y% 2 a Pe 
Fe Y ram 


wenn x, einen Werth des Intervalls von x, bis x, bedeutet. Hieraus folgt 
mit Rücksicht auf (14.) 


Ya Men = NY, 
a >> 


2, —ı, z—r, ' 
also nach (12.) 
yı >, 

was der Definition der Grösse „7 widerspricht. In der That also giebt es 
unter der Annahme (13.) beliebig grosse Werthe y,.. 

Aehnlich kann man zeigen, dass für y,=(0 keine endliche untere 
Grenze der Werthe y, vorhanden sein kann. Denn wäre T eine solche, so 
setze man 


. 


= D 


yı 0, Yı Til, , 


.—z, 
alsdann hat man, wenn die Differenz 2—r, hinreichend klein und positiv ist, 
Bern u een 
und diese Ungleichungen bestehen dann nach $ 1 bis zur oberen Grenze 
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des Gebietes J hin. Jedenfalls folgt für das Intervall von x, bis x, hin 
einschliesslich des letzteren Werthes 
y << y, 

also, wenn man integrirt, 

Yı-Y < yo(zı — X) 
oder, da =, 

Yı < Hl a) < CL, 
was wiederum der Definition der Grösse © widerspricht. 

Beachten wir jetzt die T'hatsache, dass y, als stetige Funetion von 

y, angesehen werden kann. Man schliesst nämlich z. B. aus dem von Picard“) 
gegebenen Beweise für die Existenz der Integrale einer Differentialgleichung. 
welcher auf einer heihe successive eingeführter Approximationen beruht. 
dass jedenfalls für eine gewisse Umgebung des Werthes x, das Integral y 


dargestellt werden kann als eine gleichmässig convergente Reihe stetiger 


Funetionen von y, und y,; eine von der Wahl dieser Grössen unabhängige 
geometrische Progression convergirt stärker als jene Reihe. Hieraus folgt 
zunächst, dass der Werth von y für irgend einen der Umgebung von x, an- 
gehörigen Werth von x eine stetige Function von y, ist. Da nun in der 
Nähe jedes dem Intervall J angehörenden Werthes von x, ein ähnliches 
Gebiet abgegrenzt werden kann, innerhalb dessen die Grösse y sich mit 
y,, stetig ändert, so schliesst man leicht, dass auch für ein beliebiges Gebiet. 
innerhalb dessen die für das Intervall J vorausgesetzten Eigenschaften der 
Differentialgleiehung nicht verloren gehen, der in jedem einzelnen Punkte 
vorhandene Werth von y als stetige Function von y, angesehen werden 
kann. Für den Fall, dass die Function f(x, y) analytisch ist und sich 
regulär verhält, habe ich diese Verhältnisse bei einer anderen Untersuchung 
erörtert **). 

Für den Anfangswerth y,= 0 ergiebt nun die Annahme y,=0 das 
Integral y= 0; die Grösse y, kann also, wenn y, sich stetig ändert, von 
Null ausgehend, beliebig gross und beliebig klein werden, also jeden reellen 
Werth erreichen. Dabei kann auch die in der Ungleichung (12.) liegende 
Beschränkung aufgehoben werden. Setzt man nämlich 


u == Cut a —-T, 


*) Picard, Traite d’analyse Bd. II. S. 301. 
**) Kneser, Studien über die Bewegungsvorgänge in der Nähe einer Lage labilen 
(Gleichgewichts, dieses Journal Bd. 115 S. 314. 
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sodass man die Differentialgleichung 
r d’y “ 
(15.) du? — ft —u, Y) 


erhält, so hat man für 


die entsprechenden Werthe 
(16.) oz, Bam, 


und die vorher erwähnten, dem Anfangswerth y, = 0 entsprechenden Integrale 
y verschwinden für „= x,, während sie für «= x, beliebige Werthe an- 
nehmen können. Da nun die Differentialgleichung (15.) in dem Intervall 
zwischen den Werthen (16.) diejenigen Eigenschaften besitzt, welche wir 
bei der Differentialgleichung (1.) benutzt haben, und ebenso allgemein ist 
wie diese, so folgt, dass man in unseren Betrachtungen auch 
zer > #i 

annehmen darf. Berücksichtigt man noch, dass, wie gezeigt, zwei Integral- 
eurven nicht zwei Punkte gemein haben können, so erhält man folgen- 
den Satz. 

Jeder Punkt des zur y-Axe parallelen Streifens, welcher auf der x-Axe 
das Intervall J ausschneidet, kann mit jedem dem letzteren angehörigen Punkte 
der z-Are durch eine und nur eine Integraleuree verbunden werden, wenn die 
Grössen y und f(x, y) sich stets in demselben Sinne ändern, sobald man x 
im Intervalle J fixirt hat, im übrigen aber die Voraussetzungen des $ 1 gelten. 

Auf Grund dieses Resultates kann nun gezeigt werden, dass auch für 
positive Werthe von y,, wenn man die Grösse y, variiren lässt, eine end- 
liche untere Grenze der Werthe y, nicht existirt. Man lege eine Integral- 
eurve durch die Punkte (x,, y,) und (z,, 0), wobei die Ungleichung 


eo I <a 


m 


bestehe; die für das Argument x, gebildeten Grössen mögen den Index 2 
erhalten. Wird dann die Differenz z,—x, unendlich klein, so wächst, wie 
wir zeigen wollen, die Grösse |y,| über alle Grenzen. Durchläuft nämlich 
die Variable y das Intervall von Null bis y,, während man für = beliebige 
Werthe zwischen x, und x, nimmt, so hat der absolute Betrag der Funetion 


f(x, y) eine endliche obere Grenze g, sodass für die angegebenen Argumente 








0 g: 


fe, 9) 
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Nimmt man daher an 


« et < _ 67 a “ Bu u 
07,4%, bo N DD 4%, I <_ 4, 


so hat man, wenn immer y, der für =, erhaltene Werth von y' ist, 


Syde= ["fe, Nie=n-n. 


x; x 

Nun nimmt y niemals zu, wenn man x von x, bis x, wachsen lässt, da 
diese Strecke ausser x, nach $ 1 keine Nullstelle der Grössen y und y' ent- 
hält; also folgt 


(17.) y4-Y| =: gm) < ga — m). 
Andererseits besteht die Gleichung 
Y—%, yY og ! 
2 m Wenns 


mit der Relation 


also giebt es, wenn man die Differenz z,—x, hinreichend klein annimmt, 
in dem Intervall von x, bis ©, Werthe von y', welche negativ und dem 
absoluten Betrage nach beliebig gross sind. Alle Werthe von y’ in diesem 
Intervall unterscheiden sich aber von einander nach (17.) nur um Grössen, 
welche dem absoluten Betrage nach kleiner sind als das von x, unabhängige 
Produet g(z,—x,); somit sind die Grössen y, und 9, unterhalb einer be- 
liebigen negativen Grenze gelegen, wenn man den Werth x, von x, hin- 
reichend wenig abweichen lässt. 

Ueberschreitet nun die Variable x den Werth &,, so sind die 
Grössen y und y zunächst beide negativ, bleiben es also nach $ 1 bis zu 
dem Werthe x, hin, und die Grösse y nimmt beständig ab. Daraus folgt 


/"ydz < fi‘ y,de, 


Bi; X.) 


oder 


YıYyı — y.(2,—%;) 
oder, da =U, 


MB Y>. 

2,7, E 

Da nun der Nenner der linken Seite sich der von Null verschiedenen Grenze 
r,—x, nähert, wenn man x, und x, zusammenrücken lässt, so folgt, dass 
bei hinreichend geringer Differenz dieser Grössen der Werth y, unter jede 
negative Grenze herabsinkt. Da ferner gezeigt worden ist, dass keine end- 
liche obere Grenze von y, vorhanden ist, so durchläuft diese Grösse alle reellen 
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Werthe, wenn man einen positiven Werth von y, festhält und die Grösse 

y, varliren lässt; und dieses Resultat bleibt offenbar, ebenso wie das auf 

den Fall y,= 0 bezügliche, gültig auch unter der Annahme x, < r,. 
Setzt man endlich noch 


y=-w, -f(a, -w)=y(z, w), 
so erhält die Differentialgleichung (1.) die Form 
vo = g(z, w), 
und die Function g hat die für f vorausgesetzten Eigenschaften; es kann 
also auch die Beschränkung auf positive Werthe y, fallen, und man erhält 
schliesslich folgenden allgemeinen Satz. 

Unter den eingeführten Voraussetzungen können irgend zwei Punkte, 
deren Abscissen verschieden sind und dem Intervall J angehören, stets durch 
eine und nur eine Integralceurve unserer Differentialgleichung verbunden werden. 

Für den Fall, dass die Differenz der Abseissen beider Punkte eine 
gewisse Grenze nicht übersteigt, ist dieses Resultat von Picard bewiesen 
worden, indem das gesuchte Integral durch stufenweise fortschreitende 
Approximationen dargestellt wird, und zwar für Differentialgleichungen der 
allgemeineren Form 

y = lf(®, 9 y). 
Die bezeichnete einschränkende Voraussetzung lässt es aber zweifelhaft er- 
scheinen, ob der soeben aufgestellte Satz in seinem vollen Umfange aus den 
interessanten Entwiekelungen von Picard abgeleitet werden kann *). 

Nach diesen Vorbereitungen gelangen wir nunmehr zu einem Angel- 
punkt unserer Untersuchung, dem Nachweis, dass der Fall (B.) des $ 2 bei 
gewissen Integralen wirklich eintritt, wenn +» die obere Grenze des Inter- 
valls J ist. Wir können nach dem obigen Matze ein Integral y bilden, 
welches für = x, den positiven Werth y, annimmt, und ausserdem für 


einen beliebigen Werth x, der grösser als x, ist, verschwindet. Setzt man 


speciell & = x,, so sei das construirte Integral . Wenn dann die Differenz 


*) Picard, Traite d’analyse (1894) Bd. III S. 94 ff. In der dort gebrauchten Be- 
zeichnung ist unter unseren Voraussetzungen anzunehmen 
L=L=+, ß=0; 

die Unlgeichungen (4.) und (5.) (S. 96) sind daher von selbst erfüllt, während die Un- 

gleichung (6.) (S. 97), in welcher 5b die Differenz der Abseissen der zu verbindenden 

Punkte bedeutet, eine Einschränkung involvirt. 
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2— x, hinreichend klein ist, so ist, wie gezeigt, y, eine dem absoluten Be- 
trage nach beliebig grosse negative Grösse, sodass man jedenfalls die 


Annahme 
(18.) yW< 3 

machen kann. Da nun der Werth von y für jeden einzelnen Argument- 
werth eine stetige Function von y, ist, also bei hinreichend kleiner Aende- 
rung dieser Grösse sein Zeichen behält, wenn er nicht verschwindet, so 
folgt, dass auch die einzige Nullstelle der Funetion y, d.h. der Werth x 
sich mit y, zugleich stetig ändert. Bei stetigem Wachsthum der Grösse x 
kann daher die Ungleichung (18.) nur aufhören zu bestehen, wenn einmal 
y=%, wird. Das ist, da die Function z nicht mehr als einmal verschwindet, 
unmöglich, so lange x <x,; unter dieser Voraussetzung bleibt also die 
ltelation (18.) gültig. Da nun z, als ein beliebiger specieller Werth von 
x anzusehen ist, kann man auch sagen, dass die Grössen y, und x sich in 
sleichem Sinne ändern, wenn man letztere von x, aus wachsen lässt. 
Nähert sie sich der oberen Grenze des Gebiets J, so strebt daher die Grösse 
y, wachsend einer bestimmten Grenze w, zu. Diese hat einen endlichen 
Werth, da sie nieht positiv sein kann; denn wäre sie positiv, so gäbe es 
positive Werthe von y,, für welche das zugehörige Integral y eine Null- 
stelle x besässe, was, da auch y, eine positive Grösse ist, dem 'I'heorem 
des $ 1 widerspricht. 

Das Integral w» nun, dessen Anfangswerth für ze = x, wiederum yı. 
dessen Ableitung für diese Stelle w, ist, muss den Fall $ 2 (B.) darbieten, 
wenn das Intervall J sich ins positiv Unendliche erstreckt. Denn zunächst 
verschwindet die Grösse » nicht für 2 > z,, da sie sonst das zu einem be- 
stimmten Werth von x gehörende Integral wäre; im Falle $ 2 (A.) hätte 
man also 

imo = +x. 
Fasst man nun einen Werth z ins Auge, für welchen ® > y,, so hat für 
diesen jedes Integral y, welches für & = x, den Anfangswerth y, hat, einen 
ebenfalls die Grösse y, übersteigenden Werth, sobald die Differenz y,— w, 
hinreichend klein ist; denn der Werth des Integrals an einer bestimmten 
Stelle ändert sich mit y, stetig. Dann wäre die Grösse y’ oberhalb des Argu- 
ments x, streckenweise positiv; wenn aber die Differenz y,—w, negativ ist, 


also die Funetion y eine Nullstelle = besitzt, so ist an dieser die Ableitung y' 
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negativ. Man hätte also in dem Gebiete J mindestens zwei Nullstellen der 
Funetionen y und y’' zusammengenommen, was nach $ 1 unmöglich ist. 
Damit ist gezeigt, dass das Integral w nicht den Fall (A.) sondern den 
Fall (B.) des $ 2 darbietet; d.h. 

Unter den eingeführten Voraussetzungen, und wenn das Intervall J nach 
oben hin unbegrenzt ist, giebt es Integrale der Differentialgleichung 


2 \ 
y = [(®, y) 
welche für = +» ebenso wie ihre ersten Ableitungen dem Grenzwerth Null 
zustreben. 
Sind © und e zwei solcher Integrale und ist etwa 
u Orr, Mr Do... = 9, 
so folgt zunächst, wenn man x vom Werthe &, aus wachsen lässt 
ew—v >—, w’—v >O. 
Die Differenz w—v' wächst also auch zunächst und kann im Innern des 
Intervalls J nie zu wachsen aufhören, wie die zu Anfang dieses Paragraphen 
gegebene Deduction lehrt; also wächst auch die Differenz »w—e beständig 
und kann keinesfalls für x = +» unendlich klein werden. Das widerspricht 
der Annahme, dass beide Funetionen w und ® unendlich klein werden, so- 
dass man sieht: Zwei Integrale, welche den Fall $2 (B.) darbieten, sind 


identisch, wenn sie an einer Stelle im Innern des Gebietes J gleich sind. 


S 4. 
Die linearen Gleichungen, welche unter den betrachteten enthalten sind. 


Unter die betrachteten Differentialgleichungen fällt die lineare 


(19.) y = yfe), 


wenn man annimmt, dass für ein bei 2 =-+» endigendes Intervall J, also 
für grosse positive Werthe von z, die Funetion f(x) stetig und positiv sei, 
und eine stetige erste Ableitung besitze. Dann hat erstens die rechte Seite, 
wenn man x festhält, Vorzeichen und Sinn der Aenderung mit y gemein. 
Zweitens ist ein Integral für das ganze Intervall J, wenn x, irgend eine 
Stelle desselben bedeutet, durch die Werthe y, und y, als stetige Funetion 
eindeutig bestimmt. Denn zunächst gilt dies für ein gewisses, x, enthaltendes 
(rebiet J,, auf welches demnach der Satz des $ 1 angewendet werden kann. 
Wäre $ die obere Grenze von J,, so würden y und y',, wenn man.z gegen 
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& convergiren lässt, nicht mehr als einmal verschwinden, sich also bestimmten 
endlichen oder unendlichen Grenzen annähern, und schliesslich einen festen 
Sinn der Aenderung beibehalten. Würde dann y unendlich gross, so lehrte 
die aus (19.) folgende Gleichung 

19) y”’-w=2/ yyfodde=Wyf)),— / yfla)dz, 


2, z 
dass der Quotient y :y, mithin auch sein Integral logy endlich bliebe, was 
unmöglich ist. Somit nähert sich y, wenn limz = S, einer endlichen Grenze 7; 
der Gleichung (19.) zufolge hat dann auch y' einen endlichen Grenzwerth 7. 
Das Integral, welches für = nebst seiner Ableitung die Werthe bezw. 
n annimmt, liefert dann eine stetige Fortsetzung des Integrals y über das 
Gebiet J, hinaus. Dass endlich y für das ganze Intervall J durch die 
Werthe y und y' eindeutig bestimmt ist, folgt leicht aus der linearen Form 
der Gleichung (19.). Für diese gelten also die Sätze des $ 5; z.B. folgt: 

Unter den eingeführten Voraussetzungen unterscheiden sich alle Integrale 
der Gleichung (19.), die für = —+x den Grenzwerth Null haben, von einander 
um constante Factoren, und es giebt solche Integrale. 

Da weiter jedes Integral der Gleichung (19.) nebst seiner Ableitung 
für alle hinreichend grossen Werthe von x nach $ 1 constanten Zeichens 
ist, so folgt aus (19°): 

(20.) y”"-y = fa)’ N), 
wobei man hat 


A 


sobald die Grössen x, und z eine gewisse Grenze überschritten haben. 
Jetzt werde speciell angenommen 
fa) = a’+yle), 
wobei a eine positive Grösse sei und für e=-+x 
limp(x) =. 
Bezeichnet man dann allgemein durch w(w) den grössten absoluten Betrag, 
den die Funetion g(x) für die Werthe z__ u annimmt, so ist 
limw(z) = 0, 
und aus der Gleichung (20.) folgt 
y—w 
ei 
‚2 "2 
(21.) "Eee wu ver) 


2 2 ) __ 
a A: / a 


= a+y(z,). 
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oder auch 

1 (A ih we) 

a” Yo\ = d« 
_(®) 


Jetzt sei zunächst y ein Integral der Klasse $ 2 (A.), welches also 
für e=+0o unendlich gross wird, und für grosse Werthe von z mit seiner 
ersten Ableitung gleichen Zeichens ist. Hält man dann die Grösse x, fest, 
während = unbegrenzt wächst, so werden die Quotienten y,:y und yu:y 
so klein wie man will, und die Relation (22.) giebt 


Pre Ta) 


(22.) 


wobei 
limd = 0, 
mithin, sobald |y| > |yu|, 


(23.) ( x )+0-1 


Wenn nun die positive Grösse n beliebig klein gegeben ist, so kann man 
zunächst x, so fixiren, dass 


_ va), 


w(X,) o 

ur 7’ u 

sobald die Grösse x eine gewisse Grenze überschritten hat, ist dann 
(24.) n > Id]. 


. | 


Die Ungleichung (23.) ergiebt aber 


E ) 149, in, 


daraus folgt, falls 
97 2 ne 
(25, öl 


die Ungleichung 





Ö| 


y' 2 Be / y R- we 
) ua —|d] — a) 140 > 
also mit Rücksicht auf (24.) 


und das gilt offenbar auch dann, wenn die Annahme (25.) nicht erfüllt ist. 
Da nun für grosse Werthe von x beide Grössen y und y’ positiv oder beide 
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negativ sind, so folgt 


lim |(2-)-1=0, lim-=a, 
oder 
(26.) & = a+o0, limo =. 


Setzt man ferner 
y= se”, 


so ist offenbar s für hinreichend grosse Werthe von z eine von Null ver- 
schiedene Grösse und man hat die Gleichung 


Combinirt man nun die Differentialgleichung (19.) mit der Identität 
a’ ax 2 „0x 
re, 


indem man erstere mit e‘“, letztere mit y multiplieirt und subtrahirt, so er- 
sıebt sich 


d LE an! ax ax 
te y—aety) = yetyl), 
oder 
d 


en (se u se“ p (2), 


und hieraus folgt 


[s'’e’*]' = [ "se= p(z)dr. 


%, 


Führen wir also die neue Annahme ein, dass die Function Y(x) oberhalb 
einer gewissen positiven Grenze ein constantes Zeichen habe, so wird für 
hinreichend grosse Werthe von z die Function s’e““ entweder beständig 
wachsen oder beständig abnehmen bei wachsenden Werthen von z, sie 
wird also jedenfalls oberhalb einer gewissen Grenze ihr Zeichen nicht mehr 
wechseln, und dasselbe gilt von s’ und o, da die Grösse s für hinreichend 
grosse Werthe von x ihr Zeichen stets beibehält. 
Nun ist offenbar 


l N 7) 2 r 2 
Eee 
also folgt 

0 = p(x)—o(2a-+0), 


0-0, = S"sea)de— ["(2a+ 0)dr. 


x) %, 














Kneser, Untersuchungen über Differentialgleichungen. 195 


Nimmt man die Integrationsgrenzen so gross, dass zwischen ihnen die 
Grösse o ihr Zeichen nicht mehr ändert, so kann man, indem man durch 
o„ einen Werth bezeichnet, den o innerhalb oder an der Grenze des Inte- 
grationsgebietes annimmt, die letzte Gleichung folgendermassen schreiben: 


(27.) 0-0, = ["pla)de—(2a+0,) / "ode. 


%o Lo 


Führt man daher die Voraussetzung ein, dass das Integral 


(28.) SI” ga)da 


x 
einen bestimmten endlichen Werth habe, und berücksichtigt, dass die Grösse 
o,„ unterhalb einer beliebigen endlichen Grenze bleibt, wenn man x, ober- 
halb einer gewissen Grenze und x > x, annimmt, so lehrt die Gleichung 
(27.), dass das Integral 
= ’2 g' 
f odı = / - de =s—s, 
2 > 
bei unbegrenzt wachsender oberer Grenze dem absoluten Betrage nach 
unterhalb einer endlichen Grösse verbleibt. Da es nun, sobald = gross 
genug geworden ist, bei wachsenden Werthen dieser Grösse entweder stets 
wächst, oder stets abnimmt, so convergirt es gegen eine bestimmte endliche 
Grenze für e=-+00; dasselbe gilt daher von der Grösse s. Hat man etwa 
lims = B, 
so kann man setzen 
y = Be“(1+e(z)), 
wobei 
lime(z) = 0; 


die Gleichung (26.) ergiebt offenbar 
lime (x) = 0. 
Ein entsprechendes Resultat lässt sich ableiten, wenn das Integral y 
den Fall $ 2 (B.) darbietet, so dass 
limy = limy’ = 0. 


Bei dieser Annahme ergiebt sich aus der Ungleichung (21.), indem man 
x über alle Grenzen wachsen lässt, 


| ' 2 f 
: (_Y» ER vr) 
(29.) ıNay, ) Hi 2 
also, da die Grössen y und y’ für grosse Werthe von x nach $ 2 entgegen- 
25* 
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gesetzte Vorzeichen haben 


! 








. ! 
lim = -a, 
Y 
sodass man setzen kann 
(30.) i = —a+0(2), lim$(e) = 0. 
Ersetzt man nun x, in der Ungleichung (29.) durch x, so folgt 








12a4(2)-((2))| = ve); | ih 
nimmt man daher, was möglich ist, x so gross an, dass al 
IE) <a, 
so folgt | 
2a—-H(a) > a, |2a9(2)—-(6(z))| > ad(«)|, | ei 
also 
(31.) << F 


Jetzt machen wir die Voraussetzung, dass das Integral 


’- “ 
/ 12 (X) dx u 


x 


einen endlichen, bestimmten Werth habe, woraus offenbar dasselbe für das 


bi 
Integral (28.) folgt. Alsdann hat nach (31.) auch das Integral F 
ih 
/ Ha)da = A, ; 
4 Ih 
einen bestimmten, endlichen Werth und die Gleichung (30.) ergiebt durch 
Integration 
au 
ley-Igyı = ala —-a)+A,— /[ Ola)dı, b 
z 1 
-f rm d(x) dx 
ya tt” 
Da nun das rechts auftretende bestimmte Integral für x = +» verschwindet, 
so hat man jetzt 
y= Be“(l+e(«)), 
wenn B eine Constante bedeutet und die Gleichung . 


lime(z) = 0 
besteht; die Gleichung (30.) lehrt, dass, wie im vorigen Falle auch hier 
lime (&) = 0. 
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Zusammenfassend kann man daher folgenden für unsere weitere Entwicke- 
lungen grundlegenden Satz aussprechen. 
In der Differentialgleichung 


y = yf(e) = yla+y(e)) 
sei a eine positive Constante; für alle Werthe von x, die eine gewisse positive 
(Grenze übersteigen sei die Function y(x) endlich, stetig und constanten Zeichens, 
ihre Ableitung p (x) endlich und stetig. Nennt man ferner (u) den grössten 
absoluten Betrag der Function p(x) für eu, so habe das Integral 
CENT 
/ w(z)dr 
einen endlichen, bestimmten Werth und es sei dementsprechend 


lim (x) =. 


z=+n% 
Alsdann hat die Differentialgleichung Integrale von folgender Form 


y, = Bue”(l+s), = Be” (1+,), 


\ 
worin durch B Constante bezeichnet sind, und für = +» die Gleichungen 
lime, = lims, = lime, = lims, = 0 
bestehen. In der Form y, sind die den Fall (A.), in der Form y, die den 

Fall (B.) des $ 2 darbietenden Integrale darstellbar. 
Die beim Beweis dieses Satzes benutzte T'hatsache, dass für jedes 


Integral der Differentialgleichung (19.) eine der Gleichungen 
RE 
lim 7 — +a 
r n 


besteht, ist nicht neu, folgt vielmehr unmittelbar aus einem allgemeineren 
I'heorem von Poincare* 


” 
3° 


Ss. 
Integration durch semiconvergente Reihen; Reduction des Problems auf eine nichthomogene 
lineare Differentialgeleichung. 
Die Resultate des vorigen Paragraphen finden eine wichtige An- 
wendung bei einer Frage, die scheinbar einem ganz anderen Gedankenkreis 


*) Poincare, Sur les &quations lineaires aux differences ordinaires et aux differences 
{inies, American Journal of Math. Bd. VII S. 204. 
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entspringt, der Frage, wann das Integral einer linearen Differentialgleichung 
durch eine semiconvergente, also im strengen Sinne divergente Reihe dar- 
gestellt werden kann, welche der Differentialgleichung formal genügt. Die 
Theorie dieser Reihen hat ein sicheres Fundament erhalten, seit Poincare*) 
definirt hat, was unter der asymptotischen Darstellung einer Funetion durch 
eine divergente Reihe zu verstehen ist. Haben wir z. B. eine nach fallen- 
den Potenzen fortschreitenden Reihe, 


. a q, 


welche nicht im gewöhnlichen Sinne des Worts zu convergiren braucht, 
so stellt dieselbe eine Function F(x) asymptotisch dar und ist deshalb als 
semiconvergent anzusehen, wenn für jeden ganzzahligen und positiven 
Werth » die Gleichung 


(33.) lim =" IF) (+ + eo 


besteht. Wir betrachten im Folgenden nur die asymptotische Darstellung 
reeller Funetionen für grosse reelle Werthe des Arguments, und nehmen 
demgemäss an, dass auch in jeder Gleichung (33.) die Variable x längs 
der positiven reellen Axe ins Unendliche gehe. Die Frage, deren Erledi- 
gung wir in Angriff nehmen, ist nun folgende. Gegeben sei eine Differential- 
gleichung 


(34.) + (bu+ +4 Hl ++) — 0, 


deren Coeffieienten Potenzreihen sind, die für alle oberhalb einer gewissen 
Grenze liegenden Werthe von x convergiren; giebt es dann, so fragen wir, 
eine im definirten Sinne asymptotische Darstellung ihrer Integrale, vielleicht 
nachdem man sie mit bekannten Functionen multiplieirt hat, durch eine 
heihe der Form (32.), welche nicht zu convergiren braucht? 

Schreibt man die Differentialgleichung (34.) kurz 


u +Pu+Qu = (0, 


so wird sie bekanntlich auf die binomische Form gebracht, indem man setzt 
- [Pax 
Er ; 

*) Poincare, Sur les integrales irregulieres des equations lineaires. Acta math. 

Bd. VIII S. 29. 
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man erhält dann die Gleichung 

[7 ı 2 

y'+y(0-3P'-4P°) = 0 
die man bei der vorausgesetzten Form der Grössen P und Q in folgender 
Weise schreiben kann 


92x " a, 0 ı\ı... r 
(35.) y +y (a4 En ) = Q, 
wobei speeciell 
d, = “—4tb,, a = c—4tb,b,, 


und der Üoeffiecient von y eine für hinreichend grosse Werthe von x con- 
vergente Reihe ist. Macht man die Annahme 

a, = —a, 
indem man durch a eine reelle Grösse bezeichnet, so kann nach $ 4 unter 
gewissen Umständen ein Integral dieser Gleichung in der Form 


y= e“(1+e) 
dargestellt werden, wobei & unendlich klein ist für e=-+®x; es liegt daher 
nahe zu vermuthen, dass der Ausdruck 1-+e durch eine Reihe von der 
Form (32.) asymptotisch darstellbar sei. Führen wir diese Grösse 
ye" =s$ 
als neue Unbekannte ein, so genügt sie der Differentialgleichung 
(36.) +++ +4) 0. 
Setzt.man nun auf der linken Seite rein formal 
104 Ü&, 
(37.) s_ = TE BEP 
so geht dieselbe über in einen Ausdruck der Form 
4 + —- ++, 
und eine einfache Rechnung ergiebt 


A, = 4,0, 


>» 
N 


— 2a0,+ d,;0,+4,0,, 
A; = —4an,+a,0,+ 4,0, 4+0,%+1.20,, 
A, = —bao;+a,a,+a;0, +4,04 a,03+2.30,, 


—2(n—l)ao,_, ta, +a,_,0 +, +ta0,_, +(n—1)(nr—2)«,_.. 
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Will man daher der Gleichung (36.) durch die Annahme (37.) formal ge- 
nügen, so hat man für die Grössen « die Formeln 

(38) . adudı Lu. Lu 5 in 
Die erste von ihnen veranlasst uns, die Annahme 

(39.) 6 = V 
einzuführen; sie ist im allgemeinen nothwendig, wenn nicht alle durch die 
Formeln (38.) bestimmten Grössen « verschwinden sollen, und wenn sie 
besteht, so fällt die Differentialgleichung (35.) vollständig unter die im 
vorigen Paragraphen behandelten; die dort von der Function (x) gefor- 
derten Eigenschaften sind offenbar vorhanden, da man zu setzen hat 


i a a, 
DIE) = a) ..., 
p( / 2° Fr Pr + 


Unter der Voraussetzung (39.) kann man die Grösse «, willkürlich fixiren; 
die übrigen Grössen « haben dann endliche, durch die Gleichungen (38.) 
eindeutig bestimmte Werthe. 

Definirt man mit diesen Werthen « eine Variable ve durch die Gleichung 


Be Bi, 07 
(40.) s = %+--+—+'-+ u +v, 
x x 2 
so folgt 
Bar a, 2a, no, , 
Er _ ge gti B) 
PR 1.2, FOR n(n—1)au-ı 1. n(n+1)a, PR 
x° Tr rt ar+? j . 
DE . ) er ( 8 an\/d, , a, 1 (= WW 
Tote) Re u his, Pr den ie ++) Fast ++): 


auf der linken Seite der Gleichung (36.) wird daher nach der Substitution 
(40.) der Coeffiecient von . solange k—n+1, abgesehen von den die 
Grösse » enthaltenden Grliedern, 

— 2a(k—- 1), +(k-2) k-1N)e, + + a_1 +, +0,_205; 
dieser Ausdruek ist offenbar unter der Annahme (39.) genau mit A, identisch, 


also =0. Dagegen ist der Coefficient von 


art? 
n (n + l)e, + Au,d, +? T a A,rı + > + 0,4; Eu A, } 2+ 2a(n-+ l)a,4ı ai 2a(n 7 1) &, +1° 
Die Gleichung (36.) nimmt daher, nachdem man die neue Unbekannte e 


eingeführt hat, folgende Gestalt an 


(41.) +2 to +4) = PL), 








W 


A 


el 


S( 


di 
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wobei ®, wie auch später ®,, B., - .., eine Potenzreihe des beigefügten 
Argumentes bedeutet, deren Convergenzbereich nicht verschwindet. Der so- 


eben gefundene Coefficient von ergiebt offenbar die Gleichung 


gnt2 
—2a(n+l)o,. = B(0). 
Substituirt man weiter 


w 
gen + 1 


so erhält man aus der Gleichung (41.): 


(42.) wo +w' (2a— ee )+ w fa re + ne B,( : )) = - B( N 


TI x x / 


Schreibt man diese Gleichung kurz 
Zi ! 1 a1 1 
Be ) DD = Is 
vo +Pw+0Qu —B( y 
so enthält der Ausdruck 


' Bun 2 1 SR l \ 
Q-IP—-1P" = —a = P.(— ) 


. 1 Li .s * » a ® 
die erste Potenz von —„ Nicht, was für die fernere Entwickelung bedeutsam 


ist; setzt man noch 


so ergiebt sich schliesslich die folgende Gleichung: 


(43) "++ le) = le) 


Ara "+? 


deren Integrale für grosse reelle Werthe von x zu discutiren sind. 


$ 6. 
Untersuchung der erhaltenen nichthomogenen linearen Gleichung. 


Der weitere Verlauf, den unsere Untersuchung zu nehmen hat, ist 
klar zu übersehen, wenn man die Formel 


On 4 w 


[74 
44. u „u L.o.Jft | 
( 4.) or x 7 gen art 
ins Auge fasst. Jeder Lösung » der Gleichung (42.) entspricht eine solche 
der Gleichung (36.); nähert sich erstere für = +» einem endlichen Grenz- 


Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 3. 26 























202 


Kneser, Untersuchungen über Differentialgleichungen. 





werthe, so besteht für letztere die Gleichung 


tim [(-.,- &—.. )ar] = 0. 


Wenn daher für jeden Werth von » eine Grösse » der angegebenen Be- 
schaffenheit gefunden werden kann, wenn ferner die mit diesen Grössen w 
gebildeten Ausdrücke s mit einander identisch sind, so hat man letztere im 
Sinne der gegebenen Definition asymptotisch durch die Reihe (32.) dargestellt. 

Die Untersuchung der Grössen » und z läuft auf dasselbe hinaus; 
letztere kann man explieite darstellen, wenn man die homogene Gleichung 


vHrl-etB(z)) = 0 


vollständig integrirt hat. Diese fällt wiederum unter den Typus der in 
$ 4 untersuchten, da die dort geforderten Eigenschaften der Function p(x) 
offenbar vorhanden sind, wenn man setzt 


ya) = 3 B.(-)- 


Zwei Lösungen dieser Differentialgleichung sind daher in folgender Form 
darstellbar: 
Y,=e”(l+s.), "=e“(1+8), 
wobei man hat 
(45.) lims, = lims, = lims, = lims; = 0. 


Aus der Differentialgleichung, deren Integrale Y, und Y, sind, folgt nun 
unmittelbar 

YYı—-YY =0, YY-YY > const.; 
für die Constante in der zweiten Gleichung findet man, indem man die 
obigen Werthe von Y, und Y, einsetzt, und die unabhängige Variable positiv 
unendlich gross werden lässt, unter Berücksichtigung der Gleichungen (45.) 
den Werth —2a, sodass sich folgendes Resultat ergiebt: 


(46.) Li DE iR 


Das allgemeine Integral der niehthomogenen Gleichung (43.) kann 
nun bekanntlich in der Form 


mn U, Y+ U,Y; 
geschrieben werden, wobei zur Bestimmung der Functionen U zwei in 
ihren Ableitungen lineare Gleichungen dienen, nämlich 


! N 1 ‚ j : e'T 1 
YU+YU, = 0, Y U, +Y,U, = at? B(-)- 









ei 
x 
Ex 
& 
+ 
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Aus diesen ergiebt sich mit Benutzung der Relation (46.): 
Y,e«= ee 
m Jarrt? R(- —); en A 
sodass man, wenn durch ©, und C, willkürliche Constanten, durch x, und z, 


.. . . 1 * . 
Grössen des Convergenzbereiches der Reihe B(_) bezeichnet werden, in 


der Formel 
= OY+CH4+N f Bez) N, S:  B-)dr 


+2 u - 
7 


das allgemeine Integral der Gleichung (43.) für alle oberhalb einer ge- 
wissen Grenze liegenden Werthe von x dargestellt hat. Setzt man für 
Y, und Y, ihre Werthe ein, so folgt 


= e”(1-+6,) IC+ x Ir Bl )arı 


2axrt? 
-e=(1+48,)/0,+ | “ji an B()del- 


Daxcıt 


2 


Das erste Integral auf der rechten Seite eowröngriet offenbar gegen einen 
endlichen Grenzwerth, wenn man 2=-+» werden lässt; man kann daher 
speciell annehmen 


+2 l-+e, 1 j 
=-/ zur), 9=0; 
dann erhält man ein partieuläres Integral 


ee re a Bz)de, 


dessen Verhalten im reellen Unendlichen ee leicht zu übersehen ist. 
Der entsprechende Werth von w hat folgende Form: 


I 


w = ze "tr! 


a | run" as 


ee l+e)art [' eg (> )der. 


Dar"? 





Um den Grenzwerth dieses Ausdruckes für 2=+»x zu finden, benutzen 
wir folgenden Satz von Stols*). Für alle oberhalb einer gewissen Grenze 


*) Stolz, Ueber Grenzwerthe von Quotienten. Math. Annalen Bd. XV S. 556. 
26 * 
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liegenden Werthe von x seien die reellen Functionen P(z) und F(zx) sammt 
ihren ersten Ableitungen endlich und stetig, die Grösse 7’(z) stets positiv 
oder stets negativ, und die Function (x) werde unendlich für e=+». 
Wenn dann bei wachsenden Werthen von x der Quotient 2’(z): ?'(x) einem 
bestimmten, endlichen oder unendlichen Grenzwerthe zustrebt, so gilt das- 
selbe von der Grösse P(x): F(x) und man hat die Gleichung 

D (x D(x 

a = 

Dieser Satz bleibt, wie man sehr leicht sieht*), gültig, wenn die Funetion 
P(x) für e=+mw unendlich klein wird, alle übrigen Voraussetzungen aber 
beibehalten werden. Setzt man nun 


F 1X 2lac pn—1l 
90)= [Er Jan, Pla) = TI, 






















lim - 


2) 


’ Be 2a e, n+1 
F(a)=e (arH(1+ RR zr+!(1-+8,)° Ss 2"+?(1-H8,) \' 


so hat die Function (x) für hinreichend grosse Werthe von x stets das 
Zeichen der Grösse a; die Function ?(x) wird für e=-+» unendlich gross 
oder unendlich klein, je nachdem «a ein positiver oder negativer Werth ist, 
und in beiden Fällen hat man 
1 
u a 
DE) n+1 / 


= (), 
€, 
1487 -2(;, ir. (+ 58) 


woraus nach dem Stolzschen Satze oder der ihm beigefügten Modification folgt 


. D(& i u (re (1 1 
lım m. = lim je = (1+8,)@ s e wre B()de| =. 


at 
%a 


Das zweite Glied des unter (47.) gegebenen Ausdruckes w verschwindet 
also für = +tx. 

Der Grenzwerth des ersten Gliedes ist dagegen leicht zu berechnen. 
Bezeichnet man nämlich durch &, einen Werth von & für ein unbekanntes 
Argument, welches nicht unterhalb des Werthes x liegt, so kann man jenes 
Glied in folgende Form bringen: 


M= —a"*"(1+e)(1+8) Eh a R(- )de; 





*) Kneser, Untersuchungen über die Nullstellen etc. Math. Annalen Bd. XLII S. 426 f. 
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denn die Grösse ® behält für hinreichend grosse Werthe von x ein con- 
stantes Zeichen, und der Mittelwerthsatz bleibt anwendbar. Dabei ist 


offenbar 
Fr a r - ) Er de ar = B,( : )- 


x 


Hieraus folgt unmittelbar 


' ' P(0) 
limM = limo = — —, 
2a(n+1) 
also mit Berücksichtigung des im $ 5 gegebenen Werthes von (0) 
imo = @,,.. 


Es giebt also in der T'hat eine particuläre Lösung der Gleichung (42.), 
welche für = +» einem endlichen Grenzwerthe, und zwar dem Werthe 
@,;ı zustrebt; die entsprechende, der Gleichung (44.) gemäss gebildete 
(Grösse s hat den Grenzwerth «,. 

Da » eine beliebige ganze Zahl ist, kann man sie durch »+1 er- 
setzen; man erhält dann eine der Gleichung (42.) analoge, welche eine 


Lösung ®w mit der Eigenschaft 


imo = o,,» 
besitzt. Der Ausdruck 
. ' a, ! a, } On+1 ) w 
RT ”. Re at Tr 


repräsentirt eine Lösung der Gleichung (36.); in den Grössen 
(48.) yasc, yaac“ 


hat man zwei Integrale der ursprünglich gegebenen binomischen Differential- 
gleichung (35.), für welche offenbar die Gleichungen 


(49.) lim , - lim =1, lims=lims=«, 


bestehen. 
Nimmt man nun zunächst an, a sei eine negative Grösse, so ist 
offenbar 
limy = limy = 0; 
nach $ 4 folgt hieraus mit Rücksicht auf die erste Gleichung (49.), dass 


die Integrale y und y identisch sind. In diesem Falle giebt es also, wenn 
der Werth «, willkürlich fixirt ist, ein bestimmtes, den Fall $2 (B.) dar- 
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bietendes Integral der Gleichung (35.), für welches alle Gleichungen 
m ° 25 a, On mn cr 
(S0.) lim [(ye een | = U 


für na=1, 2,... bestehen. Aus der letzten Gleichung (49.) folgt dann, 
dass bei passender Wahl von «, unter y jedes Integral verstanden werden 
kann, welches für e=+» unendlich klein wird, da alle solche Integrale 
aus einem von ihnen durch Multiplication mit constanten Factoren erhalten 
werden. 

Wenn dagegen vorausgesetzt wird, die Grösse a sei positiv, so be- 
stehen zwar noch die Gleichungen (50.), in ihnen ist aber y nicht noth- 
wendig ein und dasselbe Integral der Gleichung (35.) Die Relationen (48.) 
und (49.) geben nämlich jetzt 

limy = limy = +, 
wobei das Zeichen rechts mit demjenigen der Grösse «, übereinstimmt. 
Hieraus kann man nicht allgemein auf die Identität der Funetionen y und y 
schliessen; aber nach dem T'heorem des S4 kann man in der dort ge- 
brauchten Bezeichnung setzen 


(51.) y=Be”(l1+8), cy= Be”(1+8)+B,e"“" (1+,), 


wobei ce eine Constante bedeutet; aus den Gleichungen (48.) und (49.) 
folgt leicht 


eo =1L, Bei; 
Setzt man ferner in der Gleichung (50.) nach (51.): 
ye” = ye”—B,e“(1+,), 
so ergiebt sich 
. — At & On n 
lim [(ye a RP a” | —u; 


Diese Gleichung bleibt, da offenbar 
lim(2"’e”’=(1+8)) = 0, 
gültig, wenn unter B, nicht die durch die obige Definition des Integrals y, 


sondern eine ganz beliebige Constante verstanden wird, womit dann y das 
allgemeinste Integral wird, für welches die erste Gleichung (49.) besteht, 


nachdem man das Integral y festgelegt hat. Im Falle «>> 0 stellt somit 
die Reihe 


[04 Ü. 
Ü I Be. ae 
N 
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nicht eine bestimmte Grösse ye”“” asymptotisch dar, sondern eine ganze 
Gruppe von solchen, nämlich alle, in welchen der erste, ein Integral der 
Gleichung (35.) bildende Factor sich von y, d. h. einem bestimmten Integral, 
um Summanden der Form 

B,e“*(1+e,), 


demnach um Faetoren, welche für e=-+%x dem Grenzwerth +1 zustreben, 
unterscheidet. 

Die asymptotische Darstellung zeigt also in den Fällen «>0 einen 
ganz verschiedenen Charakter; beide aber bieten sich an der Differential- 
gleichung (35.) dar, da sie nur die Grösse a’ enthält. Je nachdem man 
daher für « den positiven oder negativen Werth von Y—a, nimmt, erhält 
man zwei verschiedene, nach fallenden Potenzen von z geordnete und der 
Differentialgleichung formal genügende Reihen, von denen für jeden Werth 
von «, die erste eine ganze Gruppe von Integralen, die für 2=+x un- 
endlich werden, die zweite ein bestimmtes für = +» verschwindendes 
Integral der gegebenen Differentialgleichung asymptotisch darzustellen dient. 
Alles zusammengenommen haben wir somit folgenden Lehrsatz bewiesen. 

In der Differentialgleichung 


"trat zitzste) = 0 


sei der Factor von y eine reelle Potenzreihe von nicht verschwindendem Con- 
vergenzbereich, und es sei 


A, u ), —(ı = a‘, Ad en 0; 


dann können die Integrale der Differentialgleichung nach Muitiplication mit 
einem Factor e*‘” durch eine nach fallenden Potenzen von x fortschreitende, 
im allgemeinen divergente Reihe asymptotisch dargestellt werden für grosse 
positive Werthe von x. Setzt man in der Differentialgleichung für die Un- 
bekannte einen der Ausdrücke 


tax a, nn; 
(A.) e &,+ ” r Pr t ); 


so kann man die Grössen «, indem man «, willkürlich lässt, so bestimmen, dass 
der Differentialgleichung formal genügt wird. Nimmt man das untere Zeichen, so 
stellt der Ausdruck (A.) bei passender Wahl von «, ein beliebig gegebenes, 
für e= +» verschwindendes Integral y in dem Sinne dar, dass für beliebige 
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positive ganze Zahlen n die Gleichungen 


im [(ye”-,— & —...-)2"] = 0 


tn 
bestehen. Nimmt man das obere Zeichen, so entspricht jedem Werthe von «, 
eine ganze Gruppe von Integralen, die für e=+mx unendlich werden und 
deren Verhältnisse zu einander dem Grenzwerthe Eins zustreben; für alle 


Integrale dieser Gruppe ist, wenn n wiederum eine beliebige positive ganze 
Zahl ist, 


lim \ye-..- - ee] = 0: 


r=+2 x" / 


umgekehrt erhält man alle solche Gruppen von Integralen, wenn man «, 
varüren lässt. 


Auf eine Differentialgleichung obiger Form redueirt sich die all- 
gemeinere 


"+ lt Halt +4) = 0 
durch die Substitution 


® h 
nn yf az (b,+ ++ .) 
2 


u= ye 
wenn man voraussetzt, dass die Grössen 5, e reell sind und 
c—tb, u 0, c—4b,b, — 0, 


Andere Sätze über die asymptotische Darstellung von Integralen 
linearer Differentialgleichungen sind in der zu Anfang des $5 eitirten Ab- 
handlung von Poincare aufgestellt werden. 


$2 


Anwendung der erhaltenen Resultate auf die Theorie der elastisch schwingenden Kreisscheibe. 


In der Kirchhoffschen Theorie der Schwingungen kreisförmiger 
elastischer Platten kommt folgende transcendente Gleichung vor *) 


92.) 0 mMX,—aln—Aye)X, mY,— en’ +4ye’)Y, 
(92. — | |. 
(a+lya)X,—aX W-Yya)Y,—cY. | 


in ıhr ist » eine positive ganze Zahl, x eine reelle Constante, X, und Y, 


*) Kirchhoff, Vorlesungen über math. Physik, Mechanik, S. 465, Vorl. XXX. 








fi 
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partieuläre Lösungen der Gleichungen 


r 1 r /n? \ nn 
X + —X,-(+4)X, = 0, 


n J 


ae EEE Zen 


n zT J n 
für diese Funetionen werden bestimmte Reihenentwickelungen gegeben, 
speciell 


r" 1 x” r* 
53. X — - 1+ . r — +). 
( ) , ni \ l.(a+1) 1.2(@ +1)(n-+2) 
Jede positive Wurzel der Gleichung (52.) ergiebt eine Schwingungsart der 
Platte, welche einem einfachen Tone entspricht und bewirkt, dass » Durch- 
messer derselben Knotenlinien sind. 


Setzt man nun 
Alzey; 


so erhält man die Differentialgleichung 
. „ N 
44 1 DZ eis . 2 > ) 
(54.) Y'+y(-44+4-m);) = 0, 
auf welche die Theorie des $ 4 angewendet werden kann, indem man setzt 


a=2, y(r)=(n-} —ı = vl(e) 
Da ferner aus der Gleichung (53.) offenbar folgt 
liimy=limX,=+x, 
so ergiebt sich nach $ 4 
lim y = lim ( A + - ag ao lim An 
y 2 2/z X 


—», 


Schreibt man also die Kirchhoffsche Gleichung (52.) in der Form 


r 4 O\ 2 = 
6) 6) - 9 rr en ! m vc —rT - 
(55.) z(n—4yr’)Y,—e’Y, EOITIERTLT = 
n’Y„—z(w+4ye®) Yı er St 
n —ı(n —4yr’) Y 
so kann man für die rechte Seite schreiben 
1 f a \ 
DS) (1+ N), 


wobei limn =. 

Eine ähnliche Umformung der linken Seite gilt unter gewissen Be- 
schränkungen des Argumentes. Die Function Y, verschwindet nämlich für 
unzählige, jede positive Grenze übersteigende Werthe von z, was entweder 
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aus der Theorie der Besselschen Functionen als bekannt vorausgesetzt, oder 


aus allgemeinen, wesentlich auf Sturm zurückgehenden Sätzen*) geschlossen 
werden kann; dasselbe gilt nach dem ARolleschen Satze von Y). Zwischen 
zwei auf einander folgenden Nullstellen dieser letzteren Function geht der 
Werth des Quotienten Y,:Y, genau einmal von —x bis + oder um- 
sekehrt; in der Umgebung der von den beiden Nullstellen der Funetion 
Y, eingeschlossenen Nullstelle von Y, kann daher ein Intervall ö, abgegrenzt 
werden, innerhalb dessen die Grösse Y, nicht verschwindet und der Werth 
des Quotienten Y,:Y, ein gegebenes reelles Intervall, etwa von « bis ? 
durchläuft. Nun kann für die linke Seite der Gleichung (55.) geschrieben 
werden 


n n’ \ 
N = nG (2 ” wi x 

n In ” er +47) 

BE ;? a '7 
da andererseits Nullstellen von Y, oberhalb jeder Grenze vorhanden sind, 
kann dasselbe von allen dem Intervall ö, angehörigen Werthen angenommen 
werden; alsdann durchläuft der Werth von N mit beliebiger Annäherung 
ebenfalls das Intervall von « bis %. Nimmt man daher diese Constanten 
so an, dass sie den Werth 4 umschliessen, so ist klar, dass die mit der 
Gleichung (55.) identische 

N = 3(1+m) 
im Intervall ö, eine Wurzel besitz. Da nun oberhalb jeder Grenze solche 
Intervalle abgegrenzt werden können, so ist hiermit gezeigt, dass die Kirch- 
hoffsche Gleichung (52.) unzählig viele positive Wurzeln besitzt, deren 
Werthe jede Grenze übersteigen können. 

Diese 'Thatsache ist in Kirchhoffs erster Abhandlung über unseren 
(egenstand**) nur durch rein formale Operationen mit divergenten Reihen 
bewiesen worden. Letztere sind einerseits bekannte semiconvergente Reihen- 
ausdrücke für die Besselschen Functionen, andererseits eine divergente Ent- 
wickelung, welche ein Beispiel für die T'heorie des $ 6 darbietet. Die 
Differentialgleichung (54.) gestattet die Anwendung dieser Theorie, indem 
man setzt 


a 
| 
ww 
S 
N 


‚in, ,=0,=.=(. 
*) Sturm, Memoire sur les @quations differentielles ete., Journal de math. t. I p. 106. 
*") Kirchhoff, Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe, 
Ges. Abhandlungen S. 274, dieses Journal Bd. XL. 


_ 
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Man hat daher zwei Ausdrücke 


“ e* (+ + 4), 


zT 


(0) 
0 0 EL. 
y — e (0 | | _ +: +), 


zT 


welche der Differentialgleichung formell genügen und asymptotische Dar- 
stellungen ihrer Integrale liefern; die Reeursionsformeln (38.) lauten im 
ersten Falle 
—40,+0,(4—n’) = 0, 
—4.20,+0,/(4—n’)+1.2| 
—4.30; +0, |(4—n)+2.3| = (0, 


I 


( 
( 


woraus sich sofort ergiebt: 


1 fd > =. 
0, = (1’—4An")o 
1 16 \ Fu. _ 


— 


Fr min ( ie 
OL, — (1’—4n')(3°’—4n‘) 


1 

BR N Red 
2.B 6: ( 
Um die Coeffieienten der Entwiekelung y“” zu finden, hat man nur a durch 
—2 zu ersetzen, wodurch man aus den Gleichungen (38.) folgende Formeln 


—4n’)(3°’—4An)\(5°—4n')e, 


I 


0, 


erhält: 
do" Lan) = 0, 


4.20" +a{”((1—n’)+1.2) 0, 
4.30” Ha” ((4—n’)+2.3) = 0, 


u. 8. f., woraus weiter folgt: 


( 


) 1 2 2 0" 
1 ) ) 0 
a) = +5 rd —4n')(3° —4An)o, , 
1 0 
a) = —; 5 168 1a —4n’)(3°’—4n’)(d°— tn’), 


u.s.f. Setzt man daher so hat man allgemein 
ya, Ay = — Ar 
Die Reihe y mit den Coefficienten «, ist die von Kirchhoff angeführte; 
aus ihr kann aber nicht direet auf die Brauchbarkeit der Reihe 3’ geschlossen 


27% 
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werden, indem man etwa davon ausgeht, dass in der Differentialgleichung (54.) 
offenbar x durch —x ersetzt werden kann; denn aus der asymptotischen 
Darstellung einer Function F(x) durch eine divergente Reihe folgt keines- 
wegs, dass die Function F(—x) asymptotisch dargestellt wird, wenn man 
in jener Reihe —x für x setzt. Das Theorem des $ 6 aber lehrt, dass 
durch die Reihenentwickelung 4“ bei passender Wahl der Grösse as” stets 





ein bestimmtes, gegebenes Integral der Gleichung (54.), welches für ce = +» 7 
verschwindet, asymptotisch dargestellt wird; dagegen erhält man eine solche | f 
Darstellung durch die Reihe y bei passender Bestimmung von «, nicht nur | Y 


für ein Integral der Form 
eYxX,, 
wobei ce eine gegebene Uonstante bedeutet, sondern zugleich für jedes Inte- 
oral, dessen Verhältniss zu diesem für e=+®x dem Grenzwerth Eins 
zustrebt. 
Der Gebrauch, den Kirchhoff von der Reihe y macht, scheint übrigens 


Z 
noch einer besonderen Rechtfertigung bedürftig zu sein, da man eine solche j 
Reihe nicht immer gliedweise differentiiren darf; doch mag die nähere Er- ) 
örterung dieses Punktes einer anderen Gelegenheit vorbehalten bleiben. . 
Juli 1895. | 

( 


Berichtigung. 


Seite 179 Zeile 3 u. 4 von oben zu streichen. 








Ueber eine Darstellung der Richtungscosinus 
zweier orthogonalen Coordinatensysteme durch Theta- 
funetionen zweier Argumente, welche die Lösungen 
mehrerer Probleme der Mechanik als Specialfälle 
umfasst. 


(Von Herrn Fritz Költter.) 


Bekanntlich genügen neun passend ausgewählte T'hetaquotienten von 


gen für die Riehtungseosinus zweier 


zwei Argumenten identisch den Bedingun 
orthogonalen Coordinatensysteme. Indem man für die Argumente der T'hetas 
Funetionen der Zeit setzt, kann man also gewisse relative Bewegungen 
zweier Coordinatensysteme darstellen; dabei steht jede der zweimal drei 
Uomponenten der Geschwindigkeit in einer einfachen Beziehung zu je einem 
der noch nieht zur Anwendung gelangten Quotienten *). 

Die Hoffnung, dass sich diese Eigenschaft der T'hetafunetionen für 
die Mechanik fruchtbar erweisen werde, hat sich bisher nur in verhältniss- 
mässig geringem Umfange bestätigt. Denn meines Wissens hat sich bisher 
nur ein specieller Fall der Bewegung eines starren Körpers in einer Flüssig- 
keit unter einer besonderen Voraussetzung über den Anfangszustand der 
Bewegung durch Ausdrücke der oben erwähnten Art lösen lassen. 

Aber andererseits haben die 'T'hetafunetionen zweier Argumente ent- 
schieden eine allgemeinere Bedeutung für die Lösung mechanischer Probleme: 
das lehrt schon ein Blick auf die neuerdings durch Thetafunetionen dar- 
gestellten Bewegungen starrer Körper im leeren Raum und in einer 
Flüssigkeit. 

Betrachtet man nun die Formeln, welche die Lösung der in Frage 
stehenden Probleme vermitteln, genauer, so wird man bald die weitgehende 


*) Weber, Mathematische Annalen Bd. 14, 173— 206: Caspary, ©. R. Bd. 111, 
225 und Bd. 112, 305. 
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Uebereinstimmung im allgemeinen Bau und in den wesentlichsten Eigen- 
schaften mit den berühmten Formeln erkennen, durch welche Jacobi die 
Drehung eines starren Körpers um seinen Schwerpunkt dargestellt hat. 

Dieser Umstand führt zu der Vermuthung, dass es verhältnissmässig 
einfache, aus 'T'hetafunetionen zweier Argumente gebildete Ausdrücke geben 
werde, welche durch Speeialisirung der darin auftretenden Grössen in die 
Lösungen der verschiedenen oben erwähnten Aufgaben übergehen werden. 
Derartige Ausdrücke, die den Bedingungen für die Richtungscosinus zweier 
orthogonalen Coordinatensysteme genügen, giebt es in der That. Setzt 
man für die Grössen, aus welchen die in Frage stehenden Formeln ge- 
bildet sind, theils bestimmte Constante, theils gewisse lineare Functionen 
der Zeit, so kann man aus den allgemeinen Formeln die Darstellung einer 
ganzen Reihe mechanisch wichtiger Rotationsbewegungen ableiten. 

Auf diese Weise gelangt man z. B. zu denjenigen beiden Bewegungen, 
in welche sich beim Kowaleeskischen Fall der Rotation eines schweren 
Körpers um einen festen Punkt die Drehung zerlegen lässt. Ferner kann 
man so die Lösung eines der von Ülebsch entdeckten integrablen Fälle 
der Bewegung eines starren Körpers in einer Flüssigkeit darstellen. Nimmt 
man zwischen den Perioden der T'hetas zweier Argumente solche Beziehun- 
gen an, dass diese T'hetas sich durch gewöhnliche Thetas eines Argumentes 
darstellen lassen, so kann man unsere Formeln in die oben erwähnten Jacobi- 
schen Formeln überführen. Auch die bisher unbekannte Lösung des vor 
einigen Jahren von Herrn Steklow in Charkow entdeckten integrablen Falles 
der Bewegung eines starren Körpers in einer Flüssigkeit stellt sich als ein 
besonderer Fall des in Frage stehenden Systems von Formeln dar. 

Neben dem Interesse, welches ihr umfassender Charakter den Formeln 
verleiht, glaubt der Verfasser ihnen eine nicht unbeträchtliche Brauchbarkeit 
für die Lösung mechanischer Aufgaben zuschreiben zu dürfen. Denn 
erstens hätte die Kenntniss des allgemeinen Formelsystems die Durchführung 
der früher gelösten Aufgaben ganz wesentlich erleichtert, zweitens hat sie 
sich dem Verfasser bei der Behandlung des von Steklow entdeckten Falles 
schon als nützlich erwiesen. 

Dieser Nutzen, welcher vielleicht noch bei anderen Aufgaben derselben 
Art hervortreten wird, besteht in Folgendem. Bei allen oben erwähnten 
Aufgaben zerfällt die Lösung in zwei Theile. Es müssen zunächst die 
Richtungscosinus einer ausgezeichneten Richtung zu den drei Axen des sich 
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drehenden Coordinatensystems und die nach den letzteren genommenen 
Componenten der Rotationsgeschwindigkeit aus vier algebraischen Integral- 
gleichungen als Functionen zweier Hülfsgrössen abgeleitet werden. Ist 
das vollbracht, so müssen diese Hülfsgrössen als Functionen der Zeit dar- 
gestellt und die noch fehlenden Grössen ermittelt werden, was gewöhnlich 
mit Hülfe von Quadraturen zu bewerkstelligen ist. Unstreitig ist der erste 
Theil der Aufgabe der bei weitem schwierigere, weil er für jede Aufgabe 
— bisher wenigstens — nach besonderen Gesichtspunkten behandelt werden 
muss. Aber frei von Schwierigkeiten ist auch der andere Theil nieht. Denn, 
wenn auch die zu integrirenden, vollständigen Differentiale sich gewöhnlich 
mit Hülfe des Jacobischen T’heorems vom letzten Multiplicator ermitteln 
lassen, so fordert die wirkliche Ausführung der Quadratur Umformungen, 
welche nicht immer auf der Hand liegen. Lassen sich aber die erst zu 
bestimmenden sechs Grössen auf eine passende Form bringen, so erlaubt 
unser Formelsystem die noch fehlenden Stücke ohne weiteres hinzuschreiben. 

Der Zweck dieser Abhandlung ist es, das in Frage stehende Formel- 
system und einige interessante Eigenschaften desselben abzuleiten. 


$1. 
Im Folgenden soll sein 
2 
Fa, u,) u 22 Yn el" ‚Zu, +n,7,7)+n37,2) + na(2ugtn, Ta +n,Ta) u“ 
PER”, 
z e,(2u,tEiT tt ,2)mi 
u, u,| €, &,) u I +ETı + ET, %,4+ & %2+&7T2)e” 


Ferner setzen wir 


für su u Se - 


ı=0i-1 — 0% 
h 1-1 -1 10 
N 21 0 — 1% 
h 3 0-10 1 
u 4/00 Sa 


Aydım “A; Rn; * * * [2 v * 
Unter d, ”" verstehen wir diejenigen Zahlen, welche den Bedingungen 
Ay vs A; 1< 4 Akad; Be ; 
pa "— +0, ++ (mod.2), -I1SIN"<O, 


di 2 € + & +++, “ (mod. 2), 0S Dr 1 








| | N\ 
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genügen. Man sieht dann sofort, dass jeder zusammengesetzte Index 
),%y...h, Sich entweder auf einen einfachen Index oder auf einen aus zwei 
einfachen zusammengesetzten Index redueirt, oder endlich, wenn er aus allen 
fünf einfachen gebildet ist, bewirkt, dass sämmtliche d und e gleich Null 
werden. Ist « ein einfacher oder zusammengesetzter Index, so schreiben wir: 
(u, %,), = Iu+F4dt, u,+40r|ter, Le). 
Ferner setzen wir den Ausdruck 
et le, 

welcher mit 9(w,, %,). gleichzeitig gerade oder ungerade ist, gleich u. 
Sind » und « zwei Indices, so soll 

v\u = gb +80% 
und 

s,u= Er ae) 
sein. 

Die beiden Ausdrücke 
Ila+v, +0), — 0, 8-9), +90, 0), Wwt%, 04 v5), 

x IHKua +0, +9), Im 0%, 9), Im 0, 9%), ut, + DB), 
und 


It 9, w+ rn), no, ten 9), Irre, +) 


nr A 


x I + 0 +9), On nd), Id U dr), UF 9 + ©2);., 


sind bezüglich «,, #, 'T'hetafunetionen mit der Charakteristik o,«,; sie sind 
gleichzeitig gerade oder ungerade, wenn 
le,|+jo,| = |ße,|+|Po,| (mod.2) 
ist. Und zwar sind sie gerade, wenn diese Grössen = 1, ungerade, wenn 
sie 0 (mod.2) sind. 
Bezeichnet nun y irgend einen Index, so müssen sich die fraglichen 


Producte, sofern sie Funetionen von #,, a, sind, linear aus den vier von 
einander unabhängigen Ausdrücken 


(u! v, + v,)ya, I(u—P,, %—d;) ya J (m— d,, %— d;)za, I(u+ v), u+ v;) ya; 
u (“+ v,, U, 92), 50, Y (u, zer vd, U,— ©,);30.3 u v, %—Vy);50, Ya (+ Ü D uU} v,),;5u 
zusammensetzen lassen. Ist nun 


yo, + Iyo;| le |+jo,|+1 (mod.2), 








ı Q 


nz 
“ 


= 
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so sind die Summen 


! ! ! ! x - ! . x 
I(U+0, %49),, 9-0, mn), mr m—%,),, u +0, %+B)), 


und 


' AN ! ' A ‚ PER 
Hutdı, 4%), 9m 9, 9), +9 (u —0, mV), u +0, + V,),;5, 


Ä cm 


gleichartig mit den erstgebildeten Functionen von «,, ,; dagegen sind die 
Differenzen ungleichartig. 
Wir dürfen also setzen 


( ! 1 Rn ! ! ! ! I\ . e n N ! n N Ri, N 
at, +0), md, 2), +9 mr, w—0,),Iw+te, W+e; 


) \ 
\ 


\ 


x aut0, %+9%), Im - 9, 9), - Im —%, %— 0%), I u +r, %+0;) 
! j ! ; ! ! ! } ! AN / ! ! ! x rn; ! 7 x N 
+0) +0, 9409), 9, W—9)3,+ 9 (ud, 9) 5, It ©), +05); 
N c G N k C z# 5 | Q./ . Lu a7 Qf „u “ - « 
xl +t0, +02), 9-0, 0), + I amd. 9), (u tv, + P; 


! ! ( ! Is } ! x\ / ‚ ! E 

= Auto, +0), 9%, 9), Im 0%, 9), + ©). Ute. 
(c Fi, ' a, aN\ fi /, “_ ML. fi / ei I\ 

+B|X u +9, %+9;),3., 9%, —%2),5., + Hu —t 2); 


17, U, TV „Kut0,%+0,),; 


Um die beiden Grössen A und B zu bestimmen. setzen wir 


u, — U, -- ı 07 + \ &i T al - 1 € T a2° \ 


Dann erhalten wir mit Rücksicht auf die leicht zu erweisenden Congruenzen 


are 0 | a,» 0. __n,* rr0 —ny' m. Ir (Ü Ar 
EEFPERET PDT ERTER EU u Ba nei / \ 
| (mod.4) 
FR I + Pr I ay* /I0 Ay“ mr 0. Inu u Ar | \ 
na ER u A ee at Lie, u De 





die Gleichung: 


>7;70ıTr 


® 


0. 


ME ! N M 1 g N ( f ! A, ’ un 
Il +0, 49%), In —%, Ur—%), 


er4 


: A 


+9 au4tv, u+r,), I(w—v. WPD, 
x(-YerlIHa tv, +02), u. %—P)),., 
U, %—%)., u 40, +0)... A) 
+0 Bar, +9) I, W—%) 5, 
++, w+0).,IWu—-%. W—B;); 
xXIC 17T Iu +0, + 9), m 9 W%—d),; 


I — 0, — td). 4 Iautv,, u,4 d,), ]-B! u; 
Setzt man aber 


u, = Wut’ +l0’T +87... 


[74 


Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 5. 








218 F. Kötter, über Thetafunctionen. 


so erhält man 
Bra +, W495), Im %n W%—d)., 
+00, %—0),9 +0, W403). 
x Hreebrgato,, U 92) 43,9 (Ui %, %—%2),5u, 
Im 0, Ed), ut, WBH+ 02), —B! 
+ Fra lo, + 5), U, W—OH)zu, 
Im 0, Br) ut 9, Urt 02)! 
xCc Ver Im +0, +0), Im %, W— do)yu, 
(u, %-0.),,9 (u +0, %4+9),.,]-A} = 0. 
Diese Gleichungen für A und B liefern besonders einfache Resultate, wenn 
C= (—1j““rtraelr? jst, Es wird nämlich dann 
A = (Ver) Ia+0, +9), ut 9, + %2),.. 
Im, E09), 9 +0, WHY), 
B= (Ver) It, WHO), U %n WB Vn)yEu. 
Hu d, E—d),5, td Wr ©), 5a. 
Mit diesen Werthen A, B, C ergiebt sich dann folgende Gleichung 
Iıu+tv, w+v), Im — 0, W—V)),, 
+I(u—v, W—-%),I9u+0, + V3), 
xIu tv, +9), Im —%, %— do), 
— md, %—9), Fu +0, %+%,),| 
+ Heer) Hat, Urt 02) HU, U %2)zu, 
+0, WO), U t 9, Urt 92) 5a, 
x Hraelr) Ilka +0, Wr o), Im —%, U 92) 54, 
Im d, W— do), It, Urt d2)5u, 
— (1er) +o, w+0),, Hu-0, W—0),., 
Im d, W—d,),., U +9, + 92),., 
x Iu+%, +95), HU 9%, %— d5),., 
+Iu— 0%, %—9,),, 940, %+%2),..| 
+ Der Il +0, WO), ud, W— dr), 20, 
91-0, W— 9), Im +0, + 9o),5u,| 
x/I(u+v,, 1,40), 90, WO) 


! ! ! ! x 
+9(m— 0, %— %,),5., +0, U 0,),50,1} 
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vorausgesetzt, dass 





je,|+lo;| Ida, |+1ße;| ya,|+|ye,|+1 (mod.2) 


ist. Sind diese Bedingungen nicht erfüllt, so gilt zwar diese Formel nicht. 
wohl aber eine ähnliche, welche wir jedoch nieht anführen wollen, weil 
wir ihrer im Folgenden nicht bedürfen. 

Ist d ein solcher Index, dass |d«,|+]de,| = 1 (mod.2) ist, so können 
die beiden Bestandtheile der linken Seite der vorstehenden Gleichung, so- 
weit sie als Functionen der a, «, zu betrachten sind, als algebraische 
Summe der beiden Ausdrücke 


1)" at, +0), —U, U W)5,, 


+-1)" I(u-u, u), u tU, %+W)3.., 


l 


x 


‚ : a 
(— 1) . ut u,. U, My) 50, J (u— U, %ı— U, )d53% 


+1) we (u —%ı, M—U,)} u, 7 (u+ U, Ur U,) 55 


i 


dargestellt werden. Auf ganz ähnliche Weise wie die Gleichung (I.) er- 
hält man dann folgende Beziehung: 


( ! D>. ! f IN ER „ ! 1. 
Iatv, +9), u —%, %— 0). 
' N ! \ ’ e a Zn } 
+3(1—0,, %,— 9), 9 (ut 0,, Us rd, m 
x +0, +9), Im 9, %— do), 
— I(u—7, %—-9), 94%, + t2),.,| 


da.as/d+1\0,5 I ' 2 \ ! ! 1 ! 
+ (1): Ren (auto, u,+%,) a, 9 — 0, U,— ©2) 50, 
' ’ ! ! mN\ ( ! „ ’ ' \ ) 
+0, %—%n)5., (u +9, + 02) ;.,| 
x(—1)Paa: 08+ ja, Ilu+9, Wt 92): Fu %, W—%o)5u. 


— Hund, %—%)5., (ut 0, Wo+ 92) u.) 


(II.) 


.. (—1)%%®: Io to, 0.+%;)5. I(0—0,, 0— 03)5u. 
—90,—0,, 9— %,)5., Io +. v:+0;); 
x (1) IHu+tu. +), Hm —u, %—W); 
+ DI u, wu), Haut U, + W)s,, 
+1) Palo +0, +0) iO, 0 02)35. 
—H0—0, 0: 02)33n90ıt 0 92+02)35 


x (1) 9a +, +), Im U. %—W)s; 





+1)" au, mW), ut U, + Mm )s5u- 
28* 
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$ 2. s 

Von den sechzehn Thetafunctionen sind sechs ungerade; ein ungerader I 

Index ist der zusammengesetzte Index 13; die fünf anderen erhält man, in- ( 

dem man diese mit je einem der fünf einfachen combinirt. Wir wollen d 

diese sechs Indices in willkürlicher Weise in zwei Gruppen von je dreien ( 
theilen und diejenigen der einen Gruppe %,, %, %, die der anderen 4,, 4, 4, 

nennen. Den Index, welcher durch Combination der drei x oder der A ge- d 


bildet werden kann, wollen wir je nach Bedürfniss durch u, z, oder A, be- 
zeichnen. Dieser Index ist gerade; denn er kann zunächst auf eine Com- 
bination von 13 und zwei einfachen Indices redueirt werden. Eine solche 
Combination muss aber nothwendig gerade sein. Es sind nämlich drei 
Fälle möglich: 

1) Die beiden mit 13 combinirten Indices sind ungerade d.h. 1 und 3 
selbst; dann heben sich die Indices fort. 

2) Einer der beiden mit 13 combinirten Indices ist ungerade, d.h. 
| oder 3 selbst, der andere ist gerade. Dann redueirt sich der ganze Index 
auf die Combination eines geraden mit einem ungeraden Index, welche stets 
gerade ist. 

3) Die beiden mit 13 combinirten Indices sind gerade; dann redueirt 
sich der ganze Index auf den dritten einfachen geraden Index. 

Man kann alsdann den Index jeder beliebigen T'hetafunetion einmal 
und nur einmal in der Form 


z.4 


ko ((=1,23,3,4; 0=1,2,3, 4) 
darstellen. Der Index z,7,4,. ist, wenn o und 0’ von einander verschieden 
sind, ungerade, sobald e=4 ist, und gerade für o=1, 2, 3. Das Ent- 


sprechende gilt von 4,2,%,. 


Es ist 
a %eto! — 4|#,1+28x,|4.+8%,|2,+ Z|i,| 
= 2]jı,| = 1 (mod.2), 
und ebenso ist 
na lXeko| 1 (mod.2). 
Ferner ist 
2,4 |+|2oho-| = |%,AoRo-|+|%,| + Ao-|Ro+ As | Ro, 


vn 


1+4,|4,-+4,|2,. (mod.2) 


ud,\+juA,.) (mod.2). 
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Wir setzen «, = %,4,, & = #,ha.., wo g einen der Werthe 1,2, 3 haben 
soll, während o”’ und o zwei verschiedene Werthe aus der Reihe 1, 2, 3, 4 sind. 
Dann genügt der Index ?=xz,u der Bedingung |«,|+|e| — |Pa,|+|Pe;| 
(mod.2), und der Index y=4,4,, wo 0’ ein von o und 0 verschiedener 
der Werthe t, 2,3, 4 sein soll, der Bedingung: 
(mod. 2). 

Setzen wir diese Werthe in die Gleichung (I.) ein, so erhalten wir 
die Formel 





ya|+|ya,| = |e,|+|e,|-+1 


F Ayko’ r “oc e. N FR a‘ 
(—1) Dr u, +0, tt IPRPOAU, v., U: Ü)e A, 


r ! 
j N 4 


+9I(u—p,. Zu an -v., %-49,) 


IH oho 


IR ro’ 


<a t0, %+0),.I u -Cı, U— Ps, 


Im —d, %— 9), 1.3040, W-+%,), 2, 


X .k DBJX 
00 /Ko"0 
Ss s 


Agdor ur ZoH k Du SP ! sp ! 0 ! ! E 
+(—]1) Hat, WR) Ind, W—Pa)un 


I 2/uk, 


4 


+I(u—- 0, %—-9)u, Furt di, 4-92) ,.2, 


/UrG 


ut, ut), Im, %—B;)u 


Be 


Q/ ! a 

W—0, %—d ur, ut %, Ur O,) un, A 
(TP; 
\ se | ) 3 


1. 


[ZZ Ag hnrr #n , ! . a ( z is nn 

= (— 1) a'e’ Hu trn, ut 02), 1,9 U 0, O2) A 
>, n N Aa/ i ! i ı\ 

+9(u—0, %—0:), ,, It, %4 92). 1, 


Be. een f 2%. WIR | A u 
Fautd, +9), -0, %—0r), 1, 


ER. ! \ IB ! \ 
-Hu—0, %-9),,,9 U t0: WB). 


% gr 
N u m \ıh N .t|ix u / | „iR , 7 N z , f 
I 070 00 f ro o’ mil | - ı \ ()/ , \ 
| ( 1) r a r%,. %7 0), W091, U, 0) 


+ — v.. U; Co), Iau-tv,, U, 3 U, 


x u+0,. +) I(u—d,, U>— O2) u, 


2/Uhg 


—- Im—d,, U— 02), 9 Ur di, U, 03 ul, 


03 





Wir können aber auch 


ee... Bein; Yard, 


0, = Aohos oo o#, 


setzen, wo oe’ einen von ge verschiedenen der vier Werthe 1, 2, 3, 4 be- 
zeichnen soll. Dann geht die Formel (I.) über in 
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(1er rar ler iguite), ut 02). 0 WB O)z ng 
+90), Wo Huten, Wr, 
<td, +0), 2m On O2) sign 
a0, U,— 02), 9 u +01, +02)... 
+(1)% IE TORE +02), 901, O2) Ran 
+9(u—v,, 2 02)2,1,9 + di, W+O2).,., 5 
xıılatv,, +02), 9 0, U, d,),, or 
— Iu—d,, %— 9), 9401, Urt O2). si, 
& (_1yPortarRorar+darleg+ don iluto), 4.+0,), 1, 9-0, O2) ng 
+90, 02), 2,9 +0 WDR), 
x auto, + 0,), 2,90, 1 d,), 


o!*o " 


! ' \ I e ! 
—I(u—dı, %— 02), 1,9 (ut ©, + %,) 
Aarkarırl Ag Art Agr 2.10 tÄarr | % ’ ’ N ' 
+ (— 1) o!"o o*o o/ | Fol tig Il, +0, +9), nn, (ud, U—Oo)e lan 


' ' ' ' 
+9(u—0,, %— 02), Urt 0, %,+ 0), i, 
z ! ! ! ! \ 
x +0,, td) 0, U, ©), han 


Kurt 
& 





Wir bezeichnen nun mit C,, ©,, C;, C, vier Grössen, zwischen welchen die 
Beziehung 


(1.) @= 20H 


gu= 1,2,3 


besteht, und mit F er 


1? 


U, ® . 
2) die Function: 
u,’ 


u, u , A,|x 

> h) ı» #9 =. on 0o/”o ' ’ : =}, 2 
(2.) Fe u), OD, Er Meg Er 
Indem wir Gleichung (T’.) mit ©), Gleichung (T’.) mit C,C,. multiplieiren, 

0? er € 

dann in (T’.) dem Index e die Werthe 1, 2, 3 beilegen, in (I’.) für oe 
jede der sechs möglichen Combinationen zweier verschiedenen der Grössen 
1, 2, 3, 4 schreiben und schliesslich summiren, erhalten wir folgende Gleichung: 


—I(u—d,, %— 92), 9 ut di, 492), au) 


nn, 


u. 
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’ F utr%, w-+v, ') F F(" — U, =) 


u +v/, u, +), u —v\ , u,—v, 
ıF ur, U, To) F RT v,, 9) 
u —v', u,—v tv, uw te), 
FH > F u-+9,, a) 


! ! ' ' ! ' ! ! 
ut%, u,t0,/ W—d,, U, —0,F/orı 


| 

MET Tg Y Kch F(" ‚r9; =.) 
MN | ! ! 
u —v\, u, —v' u, tv, u,+d, 


(1a irrt ‚tv, u, Te) (© — vd, u, Ne), 


u-+o/, u,+p),, u—d, u,—v 


u tv, u,+B, —d, WW—v, 
+F yr ee 
. u, +v', or 


u—v', u,—v' ‚+0, 
Flo | >); F('' '+v, Zi) 
N ‚te, u A u—d, u,—0,/or 


Fl 9 Pe) F( +v,, En ' 


I ! 
u, —d,, U,—d,/o \u,+e!, uU,+09,/ or 


om 


or 


(IL) 





N ® . - ’ ’ f Mr 
Setzen wir hierin , =» =(, u, =w,tr, » =w,t und lassen dann 7 un- 
endlich klein werden, so erhalten wir die Gleichung 
u. u oO Ö 
F( re :) ® Bert „ 0 F(, 


u‘, U’! Ou ou, Be) 


rn 
| 


Ö Ö u, 
— Wı + =—— W 0, FC} 2) 
ou, 


ou, u „’or 


U, %, 
rl" %) 


' 
\%,, Ufo 





__4\Rardarı)da oter (* 3 Fe me (* ") 
er F u to’ “+ ou, 2. A 


A gt U, U,’o 
u, | 0 oO ui, u 
rc 1) I. af F ) |- 
u Ei of du‘ 1737 Nu’, u Far 


Lassen wir, da alle F jetzt dieselben Argumente haben, die letzteren fort, 
so können wir die Gleichung kürzer schreiben 





OO IF rm OF rn 
TR ES aa w, w. On r w,)— F, (E - Ü ‚+ a7 w;) 
(IIT®.) u .. Eu u 
Dur AA OF gt! Ofo' - oF,r ‚ OFfyr 
Br olFotttkag le Er u. 0,4 5, R rn ER w,r PR W, )| 
C ı, 1 ß 2 ’ 


Aus (III‘.) folgt wegen der vollständigen Syrinmeteie der Functionen F, be- 
züglich der rc %,, %, und , «, unmittelbar die Gleichung: 
yet . CO IF, u; OF, ' 
Fan Ü j s wi) - F (- Du’ = WITT a. w;) 
1 


OU, 


„yigg Par ren» Du BR e{r.(iter u Ö nu 0.) - F, < Fu R OF or e.)]- 


ou, OU, 


(IIT.) 





1 
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Bedenkt man nun, dass 

auRorn|+Rordarn|Agdg = Roldador + Aor|dardntRon|Agrd, 
ist, so folgt aus (IIT‘.) und (III®.) für die Function 

Gm (—1)PoRerr F+(-1) tortanı 72, (—1) karları| 72, _ FR, 


0 


von %, 2%, %, 2, die Differentialgleichung: 


F,, dS—-2SdF u 0. 
Da 


IA, Ran + | Agrdam | + |Aoın Aare] 2 1 (mod.2) 


ist, so kann man für S auch schreiben 


Bi ER Re, Agdorı 'F;, (1) "et +P,(—1) Agdarı) +Fin(-1) kakorr _PR! 


0)) 
und erkennt dann, dass die Gleichung 
F,dS—2SdF, = 0 
für jeden der vier Werthe o=1, 2, 3, 4 gilt. Diese vier Gleichungen 
lassen sich nun aber, weil die Grössen F, nicht in einem constanten Ver- 
hältnisse stehen, nur durch die Annahme S=0 befriedigen. 
Es ist also: 


} _. ) Ä > / 4 2 2 fi | 2 r 
AV) Heer pl 1er 2, 41er, = 0. 


Die am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen aufgestellte Formel 
liefert uns unmittelbar drei Grössen, welche der Bedingung für die Rich- 
tungscosinus einer Geraden zu drei orthogonalen Axen genügen. Sind näm- 
lich &,, &r; & gleich +1, und ist ferner 


nr igkarnı F, 
FL Einen €, F vi 
or 
" 
4 ı) rm F,: 
w a & o!*o 
RE o! F , 
of 
j Agrrägrrs F, 
Yır = €, zum 
or or F . 
ort 


so folgt aus der Gleichung (IV.) unmittelbar, dass 
YotYyartYorr =.l 
kann zwar eine beliebige der Grössen 1, 2, 3, 4 genommen 


. Ye Nee, m 
ist”), Für o 
*) Unter Voraussetzung des schönen Theorems von Caspary im 94. Bande dieses 
Journals S. 77 hätte man die Richtigkeit dieses Satzes sehr kurz beweisen können. Es 
handelt sich darin um 16 Coefficienten a,, einer orthogonalen Substitution von der Art, 


> 


zn 


> 
he , 
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werden; aber da man die Formeln für einen Werth aus denen für einen 
anderen dadurch ableiten kann, dass man die Werthepaare «,, «, und «,, #, um 
dieselben simultanen Halbperioden vermehrt, so empfiehlt es sich, wegen 
einer besseren Uebersicht für 0’ den Werth 4 zu nehmen. Dann bleiben 
für o, 0’, o" die drei Werthe 1, 2, 3. 

Ausser von den Argumenten «,, %, und «,, «, hängen die Grössen 
Yn.Y» Y; noch von den Grössen C,, C,, C;, C, oder vielmehr von deren 
Verhältnissen ab. Setzt man 


! EZ «4 tr 
dehnt e | ie —=e, und demnach (,=.i *"e,C,, 
i 
so erhält man nach Gleichung (1.) des vorhergehenden Paragraphen die 
Beziehung 

(1°) a+te+g5=1. 
Ferner ergiebt sich für y,, wenn man e, und 4, gleich « setzt, der Ausdruck 


du 


Yo = &£,0 


(—1)' IK u) u u), t 


3 Hk 


FE &(—1)'*e Tito lu, u), (U, U,)r A, 
i 0—=1,2,3 " , .. ie 
x + ! ! 9 N y' ! 1‘ u #n |. #“oH + N n I \ 

(,u,)lu,%u)tr 3 &8(—1) 2 eek, u.) uU: U.) u 


n==1,2, 





(=1293) 


Aus den Gleichungen (IIl‘.) und (IIV.) folgen sofort zwei partielle 
Differentialgleichungen zwischen 7,, Yo, Yo» Es ist 
Ar 


oM - 4 
Eee, ü (— na EN nn 
i Azı + Agrım 


& 66, 
aha tiiult Ayu 


gr kgkart hg 
(9 


“if €, €,€, z 1) K,R 
Er ar + Ami Hin) / 


Tigtikathalrth, 


J Mhylthn 


o! 7 


d.h. eine ungerade Potenz von i, welche ihren Werth nicht ändert, wenn 
die Zahlen o, 0’, 0" eyklisch vertauscht werden. Wir wollen setzen 


& &,€, 


ıIi= — (__ 1a lArdot Rp |Aadst a; |2,4 
(4.) u juli datt + Azu \ 1) | e 

dass für die vier Grössen & = Fa,,2, die Gleichung I = AN; gilt. Nimmt man 
Oo o 2 


) 


nun für die Grössen x, solche Grössen C,, dass FC) = 0 wird, so wird auch 25 —0, 
Dh C, 
u Sie 


und folglich gilt für die drei Grössen y, = i- (o = 1,2, 35) die Beziehung 


Fa,.C, 
2 12) 9 ® 
Y+r!+r=1 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 3. 29 
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Dann werden die in Frage stehenden mes 





”a Ö Ö Yo 6) “ 6) 2 gi 

nt en), 
Oo ! OYo ! > Du ar N] re ze | 

5°.) Su ıT Zyr w = &i Wan ou, w)—7u( wi +- w;) i 


$ 4. 


Wie die Gleichungen (5°.) und (5°.) erkennen lassen, siehen die Ab- 
leitungen der Grössen y, in sehr nahem Zusammenhange mit dem Richtungs- 


cosinus derjenigen Geraden, 
vichtung senkrecht stehen. 


welche auf der durch y,, 7, 9; bestimmten 
Es sollen deshalb zunächst diese Ableitungen 


näher untersucht werden. 
In Gleichung (II.) setzen wir zunächst 





& = %6h = ln Bert, G=%Kgh, 
und erhalten dann mit Rücksicht auf 
Kehanl+ Beam] = 1&Aul-+ tool 
&rdam|+|uRsn| = nk; ht lu, 


die folgende Gleichung 


+4 


9 


(IT) 


e* 1 Dada Kot 








<a +0, %+ v2) ‚ U; 


2 3 y ! ! ' ' ! ! 
ya 17a Hrn at o,, %4+9;) u, — 0, 


Ahrılaartia,rul+i,re ’ / ' 
IT Kerr 9240), „did, 02-95) 


x (—1) zonrkar Pla u, Uhl), Iu— u, ,—%;) 


1.4 ' ' ' ’ ' ' ' J 
(> DC 77 +02), 0, 02) har 


4 ! ! 
(u—0, %— 


! ! ! ' ' 
O2 )2A, 3 (2,4 ©, Urt O2)e og, ei 


—O2)2 gi 


vu 02), +0) ’ U,+ O2)2Agın] 


' ' 
U, Oo)angn 


om 


(u—d, u 


+0, 8-0), It tn 
<1IHu+0,, +9), — 9, U: — Oz) ag 
U, 9), at, tra! 


gthakatı 
- 00, 9:—9),, Ho +0, 0:40), nn) 

I Dretorl Kurt, tan), Kun a, a) aan 
Re ro HKa—a, 40), U + a, u +) af 
Hrgraltägın '9(o!-+o,, 0,402), (0-01, 002) rlgkanı 


— I(0—0,, 2 d)an I(v+ ©, OO) orig] 


Xorkakgtn 


+1) “er u, U), at, Hl), ng: 
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Ferner setzen wir in Formel (11I.) 


C, = Ko! hs 1,9) — Zohan; B En Korkorz Ö —— We, 


s 


dann ergiebt sich 


Agtartiagrieurı ar. ' ) ' ' ) ) ' 
(—1) zo . | . ut. %+ 9%)... Wu — 0, —O2)2 und 
! ' ! ! ! ! ! ! 
+4 u— tv, b2— O2). ri, ut). Un4 02). Ram) 


x | Iu-+ %, %r Oo)e nn, Fu— Pd, 0—;) 


“SEgNthgtı 


\ 


—-Iu— 0, %.—02),,n,9 ut di, + 02) ung! 

+1)” Kurnthgtn lu +o), 4 Vz). si, Iam—v,, 02) rg 
— Im —d,, 02), ti, ut O2) run) 

xıIlu+0,, W402), un, I(u—D,, U2— Oo) nor 


— Hu—d,, %— 0), dı, U 92). un) 
(IT) 


Anhang tiere) ' , f ‚ . 
PR + und 070 [% oO o| N f 0 ie , 
N ( 1) Fe, ro, 0+0,),,90ı LZE 2 q 2’ 1rhgkatr 


! ' Fr ' ' 
Id —-0,, 0—2,),,9(0ı+0ı, %+0:). 1,2 


gt) 


o! go’ 


B4 Arm ! I\ ! z 
x YET It, +0), Im U, WW), ,n 
B4 }. ! r 2 
+1) "7 I — u, — U), ut U, WW )rorRokgnn! 


2) ma +) Z u >. ! ! 
+(-]) ri e " Fo, +v,, 0:4 0,)r,n Ho, —0,, 0202 )xgri Par 


0o°’0 
f u ! 4 ! “ aa! n l 
— Hd, — 0, %—9),,,9(0ı+ 01, 04 02), vigägm) 


! 


x\(—1) xonkar Iu +, + 0,), I — u, U— U,) 


Kytkut at 
% 


s PL z ! ! ! 
+(—1) Iu— u, %—U;), „ut %, ut). 2A 


\ [; 





Endlich setzen wir in Formel (II.) 


ar, GBmtkhm P=xu, b=%%h, 


und gelangen unter der Voraussetzung, dass o einen der Werthe 1, 2, 3 
hat, damit zu der Formel (II°.): 


29* 











(II-.) 
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EEE WHO) U MB Vo)ung 
+0, Wer) ten te 
BA +2), h I(u—%,, U—C2)unamı 
— Im —%, %— RR Fu tt, %+%;) 

+ Her este, Br) Iu—e, 
+I(u—v,, en 1 
x Hut, Wutr%)a, u —%n U 

iss Iu,+ v,, 

= (-Dieneriee 


/uhgrn | 

W—v), 2)% Ay 

Ta) 2)x, u 

—0,), okarı 

Ar de 

rer) Horton v+V,), FRBAPNRE Or)eprkgkgn 

— HU —r,%-% ),Herto, Ort O2). gan) 
x-1)erol Hu, U, U), „Ian + a, +), EEE 
— (— 1) eo") Ha, +, 04%; )e, ‚Ku ul, — —U,),, ulahan) 

+(—1)RorıRotloton|zerttgko ken) Ka viton ‚tv. 2x, Helv 1% —d,), en 

— Ho —V,, av )3, „Kol+o,,o) +®; x, a 
x 1)’ Hu, —u,, U:— A, KH u, U), U; FR), ar 


1 
— (—1)* e"' Br Hut, u+0), „Kuntul, tun) 


u,— 


or NER, Fon 


p ® 


Man sieht leicht, mit welchen Factoren man die drei Gleichungen 
(IT), (IP) und (II) zu versehen hat, 
Seite von (IV.) übergehe. 
wenn wir ausser €, C, c,; sechs andere Grössen A,, 


damit die linke Seite in die linke 
Die rechte Seite wird sehr viel übersichtlicher, 


b, einführen, welche 


im Verein mit c,, &, ec; die Bedingungen für die Richtungscosinus zweier 


congruenten Coordinatensysteme befriedigen. 


I | Dia 


Dann wird 


+ D = N re 
1% —(}) 2 Q, (a,+b,) —(—1)" 4 (a,+ib,)(a,— 


ib,)C.. 


Ist ferner 


so wird 


Es g' € g’ — 1)#ı Kırot o/XoR3 +%3 #3%ı 
ie u RN 5 3, 
leise + malt xp | 
#0Xol|*g* — X u . RR 2 
Dr ln FBF = ee ET a tieb)layı Fieb)Ch. 


Mit Hülfe dieser Beziehungen erhält man aus (1I*.), (II°.), (II°) die Gleichung 





( 


V.) 
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u+tv, u, F(" —D,, BE 


u, tv, u, + v), u —d,, u, —%,/ ann 
ı RP ut, u, Er) # FÜR, —d,, 4, Pr) 
u — vd, u,—v,, W Fo, /arı 


a We ") FC" ‚tr, Be 
eye u, ie‘ u —v, u,—d,/or 
u—v, u—D, utv, u-tpv, 
— F( - . . %) F ır k .r :) 
u —d,, u,—0,/,; WwtV, u,+t09,/or 
4 7 1 x j 
m —(—]) or °C aD “org %gk &,(a,-+ie b,) 
<Ho+0, 940), + %, W+ %), | 

29 g 1Y olorr %o .— gu ! ei ! \ 
„= = (1) i &,(@, ie b,) 


x —d,, o,— d,), 2:2 BR At uU u, u— Un). agdan) 


o"0"o0 
+(—1) har 'eo2, 2. as 1) har el rn ‚(a,+ie b,) 


I 


<I(0,—d,, 0,—0,),, (04%, dt W,), 


u. x Ag sı'* ji u .r \ 
1, a &,(a,—ie'b,) 


w 


ın) 


(nie ie c BR \ 
(0,40, 049), 34,,n 9%, U—Uy)y Ak, 


ce \Agrn A, Y2 y . %,H ! »! \ 
(—1) Ber "e,(a,—ie b,) 


MEREERN o.+0.), uU, %—W),,| 


ZN Terre arieh, 
ER Or) irn rt Mt lz)e rg) 
+ ae .e Ci = se er &,(a,— ie b,) 
0— e 5 
xIo—o, 0,—0,),, 9%, 4,— U), | 
zZ (Tyler een (a,+ie b,) 


0 
, 


N } ' \ ( j ' \ ) 
<o +0, dt dr Agrgn it U, Urt Ur)e Ag) . 


(0-123 


Wird nun , =», =(, 9, =wıt, u, = w;t, so erhält man für lim =(0 die 


Gleichung 








Fl —%,+ au. _w,)F, —F. (2 + 0) Fan) 


Ou, 
+ 1) Ayrrr] Kr , = 1" Agırn] ol Kari b)AI, Hut, ut), 
| Ze 1y’0% hatt = |#gR &,(a,—ieE DI rn uU, U). Adam) 
ee, Hogzızi "g,(a,—ieb,)AI, „9a — %, U—%,), | 


„ 


<IE (—1)° ok |*o+|XgRo| tg '&,(a,+ie NR +), 2..! 


e=I, 2,3 
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Da nun F, und F,,, bezüglich der Werthepaare a, », und «, % völlig 
symmetrisch sind, so erhält man weiter die re 


Feten tn late ind 


(IV.) ee? On, +; 3 1]# [1, öu’ — +%; zur Rn 


» 


0er") Ag  (F 1) Xeforrr|; X, tin 129,9 +), ut), | 


\o= 





x , =, 1) Xokg| (— yetsnegche 8, (a, FE) an a Fui. u, u;), ® 


Aus dieser Gleichung erhält man unmittelbar die Ableitungen der Grössen 
Y, bestimmt durch die Gleichung: 


Er w.+ 2 er Se ll, 


Be or es 3 Sa 


CH 1) “rl ante g &,(a, tie en Furt u, u,tu. 2) 


u, u ')8Cu,, u, +280i Kerl — 1)" weg, u = PETCRE u, D m 








$5. 

Die Richtungscosinus «,, 9, (o=1,2,3) zweier Richtungen, welche 
auf einander und auf der durch y,, %:, %; bestimmten Richtung senkrecht 
stehen, genügen bekanntlich, wenn das durch die drei Richtungen bestimmte 
Axensystem zu dem System der drei Coordinatenaxen congruent ist, den 
Gleichungen 


0,tieß, = ie lYarl&sıtießg) York tießun)t, 
wo & einen beliebigen der Werthe +1 oder —1 bezeichnet, und o, 0’, o 
eine beliebige eyklische Vertauschung der drei Werthe 1, 2, 3 darstellt. 
Durch die vorstehenden Gleichungen sind die «,+ieß, bis auf einen 
allen drei Grössen gemeinschaftlichen Factor bestimmt. Kennt man irgend 
ein System von Grössen Y,, X, U; welches den vorstehenden Gleichungen 
genügt, so darf man demnach setzen: 


0,tieß, = KU, 0=1,3,9; 


A 


es dürfen hierbei gemeinschaftliche Factoren der Grössen X, einfach unter- 
drückt werden. 


0 0 arıl* 


‚<: &(—1) koh|xo e(+1) "et jTiXo# (a,+ie'b DRZR, sus (u, +u', u, +%, B, 
lu, u,)Ilu,, u, )+Z8,0, i“ Al 1)“ eglul, u' N) ‚u I, Wr 2 





Am 


win 


ei 
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Nun ist aber nach Gleichung gi (5°.) 


er de (Wo y. 
(eur) Fur o) 
- Fi l(- Ge w.+- Zw 0) or + ©), 








E OYorı Oyor | nz Pe + ] 
Yo Re wit Ou, ©.) + ( ou‘ w+ du & ®.) | 
wo & den durch Gleichung (4.) bestimmten Werth hat. 


Behält man diesen Werth für e bei, so kann man nach den obigen 


Ausführungen und mit Rücksicht auf Formel (6.) setzen 

Pa — Setiwe U togl 

(7.) 22, (1) a FIR er Hi) Hu, tu, tu), 
ae u. "lu, u,)+ Lech” en (—1)*" rl‘, u. EEE Du 
Ausser den schon angeführten Gleichungen müssen die Grössen «,, ß, noch 
der Gleichung 





S, (@tiß,)(e—iß, r 2 


genügen, welche uns eine Bestimmung der Grössen S gestattet, während 
a, unbestimmt bleibt. 
Um nun S wirklich zu ermitteln, müssen wir vor allem den Ausdruck 


P> pH DT (( Z,- 1),* %ot Xoka i”eflla +ie'b,) ee Illu, tu. 4%), iu) 


=12,3 
x ( BR &,(—1)" Kr i Ko 71 a,—ie b 0) Fr hgu I, — u. 4, — U), 2,4)} 


auf eine passende Form bringen. 
Wir betrachten zunächst den Theil, welcher die Grössen #, nicht ent- 


hält; wegen |A,«|+|x,2,|—|x,u| = 0 (mod.2) wird derselbe: 
Kr (a,+b,) £ „I x u + Un, + %),, n\ gi u —u,, — U), au 


Als Function von «, « kann man den vorstehenden Ausdruck schreiben 
SS Al Wlan 


o!’—=1,2,34 
Setzen wir jetzt für «,, % das zum Index <,, gehörige System simultaner 
Halbperioden, so erhalten wir 


e A ) 1 ! 
Ur, en „2 ze +Bb}) S, (— 1)” o' \x o*o! or XoXotlike 9, 2 us (u), )2 rer, 
= 2, Det DEE, I rem, 


-z a De u” +5), (u, u )uxyr r 


=1,2,3 
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Ist zunächst 0 =4, so erhalten wir 
AU, = 29° (u, 9); 
wird o' dagegen gleich irgend einem o von 1, 2, 3, so ist 
A, PR‘ (—1) “ ja, +b,,+a,,+b,,—(a,+b,)| 9° (u, %:) ix, 
= (-Y2EI u, W)ur,- 
Auf diese Weise ergiebt sich für die in Frage stehende Summe 


219° (u, u) (u, w)+ 1) in ce,” (u, %)2 u FU %)z ul: 


Ausser dem eben besprochenen Bestandtheil kommen in dem zu 
transformirenden Ausdrucke Glieder von folgender Form vor: 


&,&,(a,+ieb,)(a,—ieb,yi "et 
’ 1x oXort xnA.|+iuA 
x (— Drake ai) nu Fu Fk, „Hu + %, % +), FU, u — W.)x, u 


=1,2,3 


&,Eo &,,(@, —ieh (4, tie 'b, aM: x ol —|x.ru 
<< (— 1) Agl|X,Xort he +/ul, 9, 


fi ! ! ! x 
S, | zu Fr zu HU + Un, U +%;), nu HU U, PR IE 


wo o, eo zwei beliebige von einander verschiedene Grössen aus der Reihe 
1, 2,3 sein sollen; die noch übrig bleibende dieser Grössen möge oe” sein. 
Dann können wir stets annehmen, dass o, 0’, eo" eine eyklische Vertauschung 
von 1, 2, 3 darstellen. Es wird also 


&,8 (a, tie b,)(a,— ie'b,,)i Xp — X prM 
= —E&E, C,€ 


X MIT Rp Lok ot ro%o'! X nf 
0 o! Mi 2 { +(— 1) . 8 o!! Eorrt 5 
und 


; .—|# ii. 
€, 77, (a,— X: 'b,) (a,,+3ieb,,)i oM| orH 
an &, C, C,ı ® 5 & er —(—1)° “ a “ ero! Eli xorıM . 


In Folge dessen vn der in Frage stehende Ausdruck geschrieben werden 


e 8, ci = X pt [X or h ; (— 1) Azlx o%o! 9 


612,3 xl” Kytkg 

xD I t+u, + Wo) u IU— U, %— U) grigt 

+1)" lu, + u), ut), Ira, U), zul 
RR NETTER 0 


xI-N Hut, Vin U —Uz)e rigu 
—(—1) na at, u +2), ‚a I — u, Uı— U. 2)x, z, m 


xorlgu 


A 
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Die erste der beiden hier auftretenden Summen ist bezüglich «,, «, gerade 
oder ungerade, je nachdem |z,«/+]|z,,.| eongruent O0 oder 1 ist; wir dürfen 


sie daher setzen 


AI (u, ©.) 


o'u 


f x \ x f \ ( f \ 
Fu. Un), ut BF. Ur)x I U, Ur)x ı%3 


Xi 
wo 4 irgend einen der drei Indices 4,, 4,, 4, bezeichnet. Wir bestimmen 
zunächst B. Indem wir u, = w# setzen, erhalten wir 


JA «U; u Ye ru; x,r. 9. 9 
che ru) xgılu 


ii * pH + x oıM + u * ‚* 1 x f 1 kg X o%koıtr m? U; Kl gi + u; Korhgit 
2 (— 2 en 
o=1,23 
C ( a ( ' \ 
Fo rgu? JG, EWR ı; u). u), 3,9 U, %n)z 2, 
s Alk oXartii.ul u; x Aut; xorl ' ’ nn 
Pr. > y \ral’o*’o!'Titg oTo o'7oc ( \ Q/ 
— 7 . 2 v + F I “ ) / ) 
BE 1) Kuh Korkgk u, U), 3, 9 Mr Ur )zgrhg® 


Aus der T'hatsache, dass die drei von uns y, genannten Grössen der Be- 
dingung 


genügen, folgt aber die Formel: 


HR G*g! ca / \ re 4 ! 3 z 
(—1) "Ilu,, u), u 9 U, u). u Mi, u), uU, 7 


Kt 4 
. A, X ,%,r+! u \ / ! ! 8 N 
zn, \ y "0 {9} f . ( () / \ 
a? 2, .D° (u, Ga ig 3 Us Ur)erh, ACH u2),, A, v4 Us U )xgrhg? 
welche für «, = wi, übergeht in: 
ji X Xoıt| IM «U; x 2, ru; x, or An Ne An 
0 us I(— 1) o*o*& og / F, ‚gi F, arg FL u), Q 2), 2,0 MH, Ur) )x ıh, 


Es ist demnach ® gleich Null. Wegen der Symmetrie bezüglich der Werthe- 
paare 4, %, und «, #, kann man also schreiben: 


P ; (—1) hg X o%o! I, 


ug p) 3 Kotfgk 


i/ X „A ! I\ / ! N 
x-) It u, Ur), nu U, U Ur) rau 


’ 


j \ Ky'k a/ ’ ! f x a/ f k N 
+1) Hut, 4%), nu I Un u), 


l IK „Hal 
x u’ 


! I. ! IN z z \ 
= m’lu, %), uU, 2) uU, Ur), u Flur, Ur, 


Hierin setzen wir = w;, = @) dann wird links das Glied mit o' 
gleich Null; die beiden anderen werden einander gleich, und wir erhalten 


m = — 4-1), 
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Indem wir jetzt in der soeben bewiesenen Gleichung 
+41 ee gu), u), uU, Wu U, u), „FU, %,) 
Fa s (— 1) gi ae EWR. 


Bi; 2,3 


XoıM 


KrAgk 
ıx,A j ' ' ' ' 
x (—1) F Hut u, + Ur)z Ag I(u— U, U,— Up) nr gu 
Ko'k / ' ! ! ’ } 
+1)" Illu + u, Uhl). n, „FU — U), U —U;) rg 


die beiden Werthepaare «,, «, um die Periode w 


a d 


„„ vermehren, erhalten 


wir eine andere Gleichung: 


4(—1)"" berg u) (u, %) 


\ 


. ‚nu 9 (Hi, 4) FU, %;) 
+1 %on ip ox 0%" g a9 ie 


01.23 %o! o 


Kork 


xD Hat u, U U), u PU U, U—Un)y sign 
(1er Hl glatt, +), uU U, —U)z Azul 


welche mit der ersten zusammen für den Ausdruck auf den letzten Zeilen 
von Seite 232 die einfache Form 


Kette TE, U), u Ur Ur) ll, Mer Uran 
+4 Een, wu, ) 


2 /x „A Fu, u,) F (u, U, ) en 
ergiebt. 


Nachdem wir die einzelnen Bestandtheile von 


kzi Ag ulrntXpA, To s 
E47? , < e,(—1) la, +ieb,) I, Un t+ U, + U), Au 


euch‘ =i.23 


x I EB & (-yerlre ze X kt (a, —i$ LIE \ „I u — u, %,— u;), 5 „] 


0o=1,2,3 070 


umgeformt haben, erhalten wir für diesen Ausdruck selbst den Werth 
29a, W)Ilu,, + PRNAE AK-DTIU, 0), Un 


Demnach ergiebt sich mit u unter (7.) (8. 231) angegebenen Ausdrücken 
die Formel 


> (a,+ieß,)(a,—ieß,) = 28”. 


0= ei, 23 
Soil das gleich 2 sein, so muss S? einen der Werthe +1 haben. Wir 
dürfen, indem wir a, nöthigen Falles um iz vermehren, S= +1 setzen und 
erhalten dann zur eu der Öosinus derjenigen Richtungen, welche 
mit der durch die Cosinus /,, 7, 7; bestimmten Richtung ein dem ursprüng- 


(8. 
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lichen eongruentes Axensystem bestimmen, die Gleichungen 


0,tieß, = € pri 
(8.) 3 &8(— 1)" hat *e(F1)" orig ok + Hie b,)9r, lu tu, uU) Au 
; WER. u mn ienssssemsniesuhelkileniieiseigsnsne z Zi “ar 3 er ein 
Fu‘, u) ')+lu,, u. „+ Z& &,Co8 xy (—1)# edlu‘, U,)ıu (u, U, )e,u 
(a=1, 2,3) 





in welchen gleichzeitig die oberen oder die unteren Zeichen zu wählen sind. 


$ 6. 

Der Zusammenhang zwischen den neun Grüssen a,, b,, e, einerseits 
und den Grössen «,, P,, 7, 18t insofern reciprok, als sich die zuerst ge- 
nannten genau in derselben Weise durch die letzteren darstellen lassen, als 
diese durch jene. Damit die durch die Formeln (3.) dargestellten Grössen 
Yıs Y» 7; der Gleichung 


ww 
ih 


yıt72+7 
genügen, sobald nur 
a+tco+g =1 


ist, müssen die folgenden Gleichungen gelten: 


(1 Iu, W), BRACH TB 2): „lu, %), PRACR ho)e un 
- Z.(-1” KoKprt|igk I, PR u, %2)z nn „I, Un) oh, It, We), = 0, 
+ e=1,23,4%) 
(u, 8 (u, )— <, er 1) Illu, u u U W)a u 
+1) er 92 (ul, U), uF (U, %)2 u — 2.-D hol] Q2 (%, %),x,F (&ı, DR —(), 
(e= 1, 2,3) 


Mit Hülfe dieser Beziehungen erkennt man unmittelbar die Richtigkeit der 
folgenden Gleichungen 


“Äh, A, ! ! 
u, %)9 (u, u)— PRFZ hat (1) Il, ©) uU W) 


-1,2,3 hal 


(u), u. 9 (a u)— 5 hr 1) Il, u) lu, ws 


go==1,2, 


u‘, uw )R lu, u,)+ 7 & (1y 205 |* ok 0,”lu,, u,) „lu. Mi, )x ou 


o—1 


(19m, ©), PRAUR U); u z Ey gi yore ga, u). U, U)e3, 
9°(ul, ie u,) — in II, u 


=—8,0,i (1) el. 


I(u‘, u',)#(u,. u. + < et 1)" ”e Xn; Koi c,Flu‘, u, )ux, IU,, u, Juxg 
30* 
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Bedenkt man, dass 


i,ul+4,|u = ulA,+1, (mod.2) (01,2, 3) 
x,u+ulz, = z,|u+1, (mod.2) (e=1, 2,3) 
I1,u|+j2,ul+4,|z2, = %,|%, (mod.2) Er 42) 





ist, so erhält man hieraus die folgenden Ausdrücke für ec. ©, 6; 





X ,u| 
= 80‘ 
‚ \% „| a. .—Ii 
(9.) (—1)eF I(lu!, B)x u U, Wu )x ut 2 807 1) elf; 71lo® YoFlu,, U.) 2, FU; Mu)... 
\ x " ” g=1.25 ES CE RN EI UENDALNERN Ye = RER ur. 
r Fu‘, u,)Ilu,, u,)+ & 8-0 te Rauly,glu', u), U, u, )un, 
Gl. 


Diese Formel geht aus der Formel (3.) dadurch hervor, dass gleichzeitig 
das Grössensystem c,, ©, €, mit 7, 7», 9, und das System der x, mit dem 
System der A, vertauscht ist. Da nun aber die beiden Indexsysteme völlig 
gleichberechtigt sind, so kann man an die neue Formel dieselben Folge- 
rungen knüpfen wie an die Formel (3.), Demnach müssen sich die Grössen 
a,+ieb, in folgender Weise darstellen lassen: 








a,tieb, = &(-V ei 
a N & 8 1)” #0 (T1))Xetel TI CoH (a,tieß,) Fu (M, ru,wt+ U )e hau 
x all, a NEN RE HEN Sn Far 3 Tas e’ 
ae eu; ; 
I(u, u,)I(u,, u)t+ 2, 80701 Kor 1)" Ilu, u) lu, u) u 


Die Grösse «, ist natürlich durch x; bestimmt; wir erhalten die Be- 
ziehung zwischen beiden, indem wir in Gleichung (10.) die dureh (8.) ge- 
gebenen Werthe von @,+ie/, einsetzen. Aus den beiden ersten Gleichungen 
dieses Abschnitts erhält man aber, wenn u, = w/, u, = w,+w, gesetzt wird, 


0 ar u a el RR Inu, W:)x Agu FW, Wi )2 pi ” 0, 


oM 


 Qefım , ‘ haut |X,M| Q2 2 u 
F, F LIzr u u < (—1) % ? UP (w,, 02 )2 gu Es) v 


I 
0==1,2.3 


ONE TYP? © WONGHHRRRRRRBNN ..  —.. 1) 2. 20%. 5 Sei tin =.) Te BER 
0 — Q lu‘, u,)s°(u,, u,)— 2 ai 1)1’°* 9°%u', u) 9°(u, u, )ayu | 
01,2, 


wird. Man erkennt nun leicht, dass 


I (u, 5) (u, m)— & (—1) Ka Fu, Far Wo)ızu 


o=1.23 


= H,Iu +0, mt), U —U, %—%), 
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ist, und erhält schliesslich zwischen «, und «, die Beziehung 


11 ur) _ Pau, U—Un)u 
( .) e a Y N ! P\ 
Yu, tu, u,+%,)u 


7. 

Variirt man in den unter (3.) und (8.) aufgeführten Ausdrücken die 
Elemente aus welchen dieselben gebildet sind, so erfahren die neun Rich- 
tungscosinus «,, P,, 7, ebenfalls Variationen, d. h. die Axensysteme, welche 
diese Richtungscosinus bilden, führen eine Drehung gegen einander aus. Wir 
wollen im Interesse einer leichteren Ausdrucksweise die beiden Axensysteme 
als das erste und zweite in der Weise unterscheiden, wie es die nachfolgende 
Tabelle angiebt: 

1. Axe 2.Axe 3.Axe 
des ersten Systems 
l. Axe des zweiten Systems a, @; 1, 


e). Fu Bu BR Ba Ar Ay ar 


Jı Be ‘3° 
Wir stellen uns die Aufgabe, die Componenten der Drehung des ersten 
Systems gegen das zweite zu bestimmen, welche einer gewissen Variation 
der Argumente entspricht. Wir können diese Drehung aus drei Bestandtheilen 
zusammensetzen, von denen der erste von der Variation der Argumente 
U, %, %, der zweite von der Variation der Argumente «, «. und endlich 
der dritte von der Variation der neun Grössen «,, b,, e, herrührt. Die 


03 [N 
S s 


nach den Axen des ersten Systems genommenen Componenten sollen sein 


Pır Ps Ps; 
er Pr: Br 
u. 2: 3% 


während die nach den Axen des zweiten Systems genommenen Componen- 
ten durch 


en ee? 
A Fa © 
a 


bezeichnet werden sollen. 
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Ist o, 0’, 0” irgend eine eyklische Permutation. der Grössen 1, 2, 3, 


so muss sein: 


> dut ae du, = Y o'Porı —YorrPor: 


u, 


Nach Gleichung (5.) am Ende . $3 8. 226 ist aber 


Oys ö Oyo == \ Mar Oyarı u ar ar - 
Zu ut Du, dw = —ei Vor Zu! du, + R ö,) Yon u Out "om 


Demnach muss 
2, = —i 7 du+ “ Ou,)+Ay, 


sein. Die Grösse A hat eine ankhe Bedeutung; sie ist 


= Ss PY = R. 


0=1,2,3 
T /1< 
Nun hat man aber nach bekannten Regeln (12.) 
> 2 5 
© O [® ' 
Ru 20 = du, + Zr du, + Po d 1,) 
1 


) 
ou, 


Be . Er Ia,—ie Ps) Il, — iEß,) FL ae | 
4 2% | EB A dur Ou, In+— OR de 
i O0 an. (as -tieß, ottEep, 
= 2,0 -ieß,)|- meet) a4 5 4,1 At Pu 


l; 


Wir wollen zur BER: IE gemeinschaftlichen Nenner der neun 
Grössen &,, Ps> Yo, d.h. den Ausdruck 


Hu, 0) Fa, u)+ Ei ele,e, Han, %), 09 (U, Ur) u 


gleich N setzen; dann lehrt ein Blick auf die Formel (8.), dass (@«,+ieß,)N 
nur von den Summen #,+w, +, aber nicht von den Differenzen »,—u\, 
a,— a, abhängt, und dass umgekehrt (@«,—ieß,)N eine Function von u, —a, 
und ,—w, ist. Es ist also 

Ilaotieße)N _ | Maotieß)N 


Ze ———— — (a = P 2) 
OU, ou), 


oder 
Olastieß,) _ las tiEße) olnN °'oOlnN 
u = ia Taler 


Ferner ist 


Ola,—ieh, Ol(a,—ie oOlnN olnN 2 
( Ps) nn ( nn Bi PB) —( — ) (0, —ieß,) (a=1, 2) 
OU, ou), ou), Ou, 


und 
Ö (a, tie Ps) 


ou = +ila,tieß,). 


3 
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Mit Hülfe dieser Formeln erhält man für R den Werth 


Ba a du,+ u Ou,)+edu, 
und dann ferner 
N 
N a ZN aultey.de, 


Bezeichnen wir den Ausdruck 
Of(u,, %,) oflu, u) 91, u 
€ ou w du, + Pr au sr Ö u:|  ü ef(u,, %,) Öu; 
durch Jf(w,, «), so können wir die vorstehenden Gleichungen folgender- 


massen schreiben: 





..-=& „? 'a 
(12.) Se Kun! Ion u, %; Iag ut S,, &,(—1)' v 3. ee HU, %,),,,90lu, , W,)x 
\ . X - NT 2 0=1,2, | | u 
I i BIT > + 3 ed ee ilu,, u.) uU), U, )xyu 
; (s=1, 2, 3) 
lu, u,)d$(u', u,)-+ 3 «(-1ei X 6, $(u,, u,),,u09(u), a 
(13*.) R ER - or an R u . 


lu, u,)I(lu‘, w,)+ S &(- ET, Ilu,, u) ud (Ur, U) u 
o=1,2, » ” 


Die nach der ersten und zweiten Axe des zweiten Axensystems genommenen 
Componenten der Geschwindigkeit erhalten wir aus den Formeln 


P=ı.2:ß, ( Yo Br? z Ye du), 
S, ou, 
" By, OYo x 
0=— 5 a.( -du+ öu,), 
0o—1,2,3 ou, ou, 


welche wir zusammenfassen in: 
P+ieQ = Fie (ati) du, + OYo öu,)- 
0o—=1,2,3 


ou, 


Nach Formel (6.) S. 230 und (8.) S. 235 erhält man, wenn 
Of = [df(u, W)|, 
gesetzt wird, 
Oys OYo x 
ET du, + n On, 
RR" a’ FE 0 ru, +u‘, uU, )x, 
= —Lleila,—ieß,)et" —— ae 


(+ 1)%erli=%er (a, —ie 08, 9a — u, U,—U,)x, 


—Lei(a,+ieß,)e" — arten — 














oo 0 
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Demnach ist 


et Am, I ‚+ te &,(a, tie b,)Ilu, tu, ut) 
(13) P+sO = F | | BIRNEN ae te BE 
Br u, 0,)Iu, 0) +38, ei Fefle,Hlu‘, u )x u #(U,, U, )eyu 


Bei der vollständigen Symmetrie bezüglich der Werthepaare «,, 
und ,, «, können die sechs Grössen p,, p, P, R', P, Q' aus den durch 
die Formen (12.) und (13.) gelieferten Werthen unmittelbar durch Ver- 
tauschung der Grössenpaare «,, @, und «,, a, abgeleitet werden, und brauchen 
deshalb nicht in extenso aufgeführt zu werden. 

Die Drehungseomponenten, welche einer Variation der neun Grössen 
a,, b,, e, entsprechen, lassen sich am besten ausdrücken, wenn man die 
durch folgende Gleichungen bestimmten Grössen einführt: 

N= 3 aldb,=+ a Z(a,+ieb,)d(a,Fieb,) 


o=1 23 - 
€ 


PHIiED = FiE 3 (a,+ieb,)de,; 


0=1,2,3 


dann wird 
| u ie’ ' 5, 
de, = +-(P+ieD)la,—ieb,)— z -(B-iED)(a,+ie b,); 
d(a,+ieb,) ns tie Rla, tie b,) Fie PriEö)e,. 
Wir bezeichnen nun die Variationen der «,, P,, %,,; welche von einer 


Aenderung der Grössen .a,, b,, e, herrühren, durch das Zeichen 0” und 
schreiben also 


R" = +5 Z(0,tieß,)d"(a,Fieß,) 


2 


wo nach Belieben das obere oder untere Zeichen benutzt werden kann. 
Das Resultat wird ein Ausdruck von der Form 


AR + BB +iE'Q) + BP ie'Q) 
sein. Den ersten 'T'heil können wir bestimmen, indem wir B und Q gleich 
Null annehmen; dann wird d" (a,+tieb,) = tie R(a,+ieb,) und in Folge 
dessen d’(o,+ieP,) = tie N(a,tieß,). Demnach wird der erste Theil 
gleich 
ge 

—RZlo,+ieß,)(n,—ieß,) = EN. 

Um den Bestandtheil mit B-+ieEO zu bestimmen, benutzen wir in der Aus- 
sangsformel für A” die oberen Zeichen. In «,—ie?, kommen nur die Aus- 


Tila 
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drücke a,—ie b, und e, vor; die Variationen der ersteren enthalten die Grüsse 
PB-+ieQ nicht, und können bei Bildung des in Frage stehenden Theiles 
einfach gleich Null gesetzt werden. Die Grössen e, treten nur in dem ge- 
meinschaftlichen Nenner auf. Bezeiehnen wir den Theil der Variation von 


c,, welcher (B-+ieQ) enthält, mit de,, so ergiebt sich 


= ww b olnN 
/s x . u ER ® x : L . m / = . ea \ x zii r 
B-+ie A) u er _ &;T DEII,)\O, ED.) — ı— de 
ud ‘= 2.3 Oo 1.2.3 Od \ 
s olnN 
= —ite 5 — de 
0o=1,2,3 OC, 
£&£ olnA 
u MD .ı32.2'5NN . f - ü 
= +--($+ieO) 3 (a,—ie b, 


» 
. o»=123 06, 


Auf ganz ähnliche Weise erhält man 


BER A Be; rt Si an 
B (B-iE OD) — > B-ie D)2 d,rteE b,)- 


u ( Co 


Indem wir die drei T'heile zusammenziehen, gelangen wir zu der Formel 


'InN , i 
x ( | / Y Aa de Qb \ 
1, 


93 ar \ v0 0/J 


R' = ee (+ 


oder. wenn wir 


Er 
La, +Qb,+Nec, = pp, 
setzen. 
M Fu‘, u, ) J (u, . u,)+ Bi; &( Pr; | < KZ j. 17 (u), U,)x ud J u, ‚u , 
a N\ zZ ’ : " u 1,2,3 2. 
(14°.) R == £e A/ } erw h u ır u % — iX di a / ! A\ C \ 
Iu,u,)Ylu,u,)+ 3 &8(—-1) "ti ec, Ilu,, u,) uU, , %u,), 


Um P’+ieQ” zu bestimmen, gehen wir aus von der Gleichung 
P"+ieQ" = FieZ(a,tieß,)d'y, = tie!y,l0" (a, +tieß,). 
Das Glied, welches von der Variation des Nenners herrührt, fällt fort. In 
dem Zähler ist a,+ieb, nach der Variation zu ersetzen durch 
tie Rla,tieb,)Fie (PBPtiEDd)e,. 
Man erkennt also, dass das mit N behaftete Glied von O(«,+tie?,) in 
tie (a,tiep,) übergeht; deshalb muss R vollständig aus P"+ieQ" ver- 
schwinden, und diese Grösse selbst den Factor B+ieQ\ erhalten. Setzen 
wir nun in leicht verständlicher Abkürzung für die nächste Entwiekelung 


1 v ! . “,H y 
Yo . r C, + P) €,C,t i G,; \* 
N o=1,2,3 EV 4 
. > Be 1 x m" 4 . 1 x ou X oM y 
&, + VE 0 za N €, ‚@, miVE 0, ! E D. , 
o=123 $ 
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so erhalten wir 


Nie £ e 
P’ +ie0" = A u> C,+2ec i ok —iXtoM ) 


N’ a! Er: org EC . 0ngl" 
Den vorstehenden Ausdruck können wir zunächst beträchtlich vereinfachen 
in Folge der Beziehung 

=Zy,(a,tieß,) =, 
welche für jedes System von Richtungscosinus a,, b,, e, erfüllt ist. Sind 
zunächst eo, e', o” die drei Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer eyklischen Ver- 
tauschung, so kann man 


,=1 =1  du=l 


[#7 


und die sechs übrigen Grössen gleich Null setzen. Das giebt 


y| k ee XgM v BP Br Kork ' I s «7 |X „Al go | > 
S0,+8, 1 Ge I re IS, = 0 
oO I ® - s ER % S 

oder 
vi . I «iX ,H \ıQ@ I | X „HU Ko Kyko } 78 
<10,+88 ; Gen Dax t gt ; 4) TER on) =U. 
e) S x S 


Dies zerfällt bei der Willkür von e, in zwei Gleichungen: 


Z0,S., + Ver ee FC, Ss = 0 

u . — )°® s u i == 5 

pr 0 TEEN F - 0X, IX 

Bi Ss f 1yYe’e'Xe%e" SO S () 
0 X, =. % J or. >” 0x, ’ 

j ) [1 0 

0 x JO s S 


Mit diesen Beziehungen und ähnlichen, welche hieraus durch eyklische 
Permutation der Indices 0, 0’, 0’ hervorgehen, erhält man zunächst die 
Gleichung 

= Gar Dazu —— 0, Sax, (et $ e'=1,2,3) 


und dann 


’ j . —|x.4 
Zy,(0,tieß,) = Se,(a,tieb,)(-1) "'2C,8 
“ , #} ” 


Ö [2 


“ 


Damit dieses nun für jedes beliebige System von Richtungseosinus gleich 


Null werde, müssen die drei Ausdrücke (-1)' & _C,,S,, einen gemein- 


0o=1,2,3 
schaftlichen Werth haben. welchen wir mit Z bezeichnen wollen. Dann wird 
) Pie d m —|X „u * ! 
a /L+ 2 CI 


o=1,2,3 2 9=1,2,3 


P'+is0" = & 


Es können aber die Summen 


/ xl — 
LE — (—1) ® 0,005 


. x Aal; l 2 \ 
L, _. < (+1) , N Iy LICH u), Uy)x a, I, a tan, u, Ur), Ag 


0=1,2,3 
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und 
20,8, = —(—1)" *Z(+1) era — 1)Xel”o 


xIu, wa, In lan Irrtum ut), 


u Dr 


Ah aH 
j 


beträchtlich vereinfacht werden. Zunächst kann man den Ausdruck 


f N 


3,Iu. 0) (u, w)Ilu tu. +), 
insofern er eine Function von «a ist, schreiben: 


2 A,Iu, 9), tu, ut W). u 


o=1,2,3 
Setzen wir hierin für «,, a die Halbperiode w, ‚„, so erhalten wir 


fi Hnhat: u Kor U X o*o” Kuh 


( ! I\ / 
A, un Fu, Un) 1, Y 2 agut ’ 
oder 
fi / - ! x 
A, = (—1)""° Iu, %), 2.9 


Daraus folgt unmittelbar die Gleichung 


9,90, wu, u) tu, ©+m), 


x X Y u Kn v s ' x / x z ! ' 
= =, (+ EK-Y) IH. wu taten +), ; 
d=2 „+, - . d 
deren rechte Seite gerade gleich Z ist. Vermehren wir hierin « um +w, „ 


und « um Fo, u, 80 erhalten wir die Gleichung 


H 


( nf, ' G/ \ 4/ J AN 
VARIUR %) u (Un: 1), „I tm. u, + %;) 





= — E(-1) HI) Il, u); „u u, Wut, at), m 
Demnach ergiebt sich 
yr . 7 n BHIED fi a/ ' x 
F ti = 88 a ° 3,3u tu. u, + U;), 
oder ausführlicher geschrieben 
Dre wi ran N 
P’+i.Q" = e(BLtiEO) 
(14°.) SL ER 7 Fu, Eu,, 4,7 u, u 
Ilu,u)dlu,n,)+ 3 e,c,i Merl Hu, u) ul Mar 
y o=l23‘  ; u ı 


Aus R", P" und 0" erhält man die Grössen p, vermittelst der Formeln 
pl = R’yu+KP" +ieQ") (a, -ieß)+F(P'-ieQ")atieß,) 

Da mir eine nennenswerthe Vereinfachung des hesultats bisher nicht ge- 

glückt ist, so ist es nicht nöthig dasselbe in extenso aufzuführen. Dagegen 


soll eine andere Formel mitgetheilt werden, welche für die hydrodynamischen 
Aufgaben von Wichtigkeit ist. 


31* 
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Um die fortschreitende Bewegung eines Körpers in einer Flüssigkeit 
zu bestimmen, muss man in den beiden oben erwähnten Fällen, welche 
sich durch Thetafunetionen darstellen lassen, den Ausdruck 


P. 


© Op, 
5 y\ 704 ELLER, 77 
OU 


! 


+ 2-2 de, 
C 


ot tod 5 l, - 2 0 © 0 
r en our" APRES Sn 
oder kürzer 27,0 p, auf die Form JU = - Out, du,+ 3, Ur brin- 


] 


gen. Diese Aufgabe lässt sich allgemein lösen. Es ist nämlich 


S,, \f 2; von 
27,0 Bu 0" SPEER jo 


O 


=> —e =(o,+ieP Ile, ieh )—- PN Ys 
Mn I (a 3. \ i€ ln Ai y/ 
= „rieß,)d (a,—ieß,)| — „2 (a,+ieß,)d (a,—ie) 
+20 (a, +iep,)I(a,-ieß,)—- pl y, 
te 7 
PR 5) OF (a,+ieß,) da, — de, 3), 
R " Iı\ dr ı% e IN 
a S(0,+ieß,) I 0, ve Fü 4(P+i ee 0) = Y.9 ‘(@, 18, 
und C 


Bu. 
+5 S(a,—iePß,) DE (a,+ieß,) 


16] 


Eine P+ieQ)(a,—iEß,)+Ft(P-ieQ)(a,+iEP,)|0'y. 


® \ 
—F(P-8Q)27,.0 (a,+ieß,) 


=> do FE (a,+ieß,)d (a, -ieß,, 


[9 


+ ZN Ela+ieB) BE) HP+IEQ)I Ela, -ieß,) 


NV 
0/f 0 


—l (P-ie 0)0 =(a, 7 Veh,)Yo: 


Bis auf das erste werden nun sämmtliche Glieder gleich Null und also er- 
halten wir, indem wir berücksichtigen, dass 


le 





5 Z(a,t+ieß,)d (e,—ieß,) = R+R" 
Ist, 
i PREV Op 
> ( ur tee rue GO 5; de, ,) 
15, 0194 Yo ou, ıT ou‘, . r< 23 06 
(19.) i 2 
\ , BER ER”) s N O(R'+R") du 
—— ra y ’ { U )® 
ou, Ou, L 
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$ 8. 

Aus den eben entwickelten Formeln erhält man nun die Lösungen 
der oben erwähnten mechanischen Probleme, indem man den Grössen «,, 
b,, €,, %, u, eonstante Werthe beilegt und für die Grössen «,. %,, ”, lineare 
Funetionen der Zeit (a,t+b,) setzt. Führt man an Stelle von e,, ©, c, die 

Fu), U, )r,u 
N lu, u‘) 


“SI 


Grössen k, = € ein, so nimmt 7, die Form an: 


f ‚ PN G/ f AN 
(u, u,)iu (u. 8): 

l 2/*" gi ir N nix — 1 u 1 2/#ı j " 

> € k (— l ai © 4 (u ‚u 


\ 
U, ) { r ii Ey { O\ / / ! ' 
2/Agu lu), u,) Bir: 4% ylilh Yu. u 


[- 1)‘ u Ilu,, 


# 
Oo 


u 8 fr i X . X 14 
Ilu,, w)+2Eh,(-1 ei Te Hlu, u,)xu 


und p, wird: 


u Aok 
Ps nn €, 
) 13 (u, u‘) IIlu, u 
fi « 19 Ih zu j . i ] / ‚ 
(—1) nu € ! ' F(u,. u )i Ei P : € hi (— 1 “ K ı 2 ’.ıy u " u 
(u), u,) Di 12.3 LA AT 
ae f ‚ mi. u 
lu,n,)+ 3 Eh, (-1)e ee Flu,, U,)eu 
-1,2.3 


e f ! A\ a a / Ey R bg 
wo JSf(u,. «) zur Abkürzung für 


oflu‘, u‘,) 
—ica, 3/7 _jeg, 
ou‘ ou 


7 +Ea,f(u. Wu; 

oesetzt ist. 

Lee) 

eonstante Werthe und für die 


J 


Werden nun für die Grössen A, A. Ä; 
Grössen =, © Functionen eines Parameters 7 gesetzt, welche der Bedingung 
genügen, dass +05+0@=1 oder 

(u, u,) 


k; 2 1 


x 
 ! DE, a 


ist, so werden die auf einen Index bezüglichen Grössen y und p, insofern 
sie Funetionen von £ sind, homogene lineare Aggregate von vier Funetionen 
dieser Grösse. Legt man nun dem Parameter 7 vier verschiedene feste 
Werthe bei, so wird man für jeden Index o je vier Grössen y und p er- 
halten und es werden sich im allgemeinen die vier Grössen p homogen und 
linear durch die vier Grössen y darstellen lassen. 
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Es gelten aber die Differentialgleichungen 
dy, 
dt — FoPor—YorPor 
und demnach genügt das von den zwölf Grössen 7 gebildete Grössensystem 
einem solchem System von Differentialgleichungen, dass die Ableitung jeder 
zu einem Index o gehörenden Grösse eine bilineare Function der beiden 
anderen Gruppen von Grössen y ist. 

Auf dieser Eigenschaft der Grössen 7, einem System von Differential- 
gleichungen der beschriebenen Art zu genügen, beruht meines Erachtens 
die Brauchbarkeit der entwickelten Formeln zur Darstellung verschiedener 
Bewegungen eines starren Körpers. 











Ueber einige Arten singulärer Punkte 
von Raumcurven. 


(Fortsetzung und Schluss der Arbeit aus Heft I dieses Bandes.) 


(Von Herrn Alfred Meder in Dorpat.) 


v, 
Projeetion eines Punktes auf seine Schmiegungs-, rectificirende und Normalebene. 
$ 17. 

\ ir wollen in diesem Abschnitte die schon von Staudt und Wiener 
durch geometrische Betrachtungen gefundenen Projectionen eines Punktes 
einer Raumeurve auf seine Schmiegungs-, rectificirende und Normalebene 
auf analytischem Wege herleiten. Zu diesem Zwecke denken wir uns die 
Art des betrachteten Punktes nach der Bezeichnungsweise von $ 15 wieder 
durch die folgenden Gleichungen definirt: 


\ Re 2 R+1) > 
(1.) gu m —=g =0), 4 >d) 
2.) m ee = AI AD, 
/ON Fa ER BER: Ba = > (p+1) i 
(3.) dm I =...’ U) 4 =zU, 
(4.) m—2n—l. pZ2m—n+1. 


Es seien für diesen Punkt, den wir als mit dem Coordinatenanfangspunkt 
zusammenfallend annehmen wollen, die Coordinaten und ihre Ableitungen 
bis zu einer so hohen Ordnung hinauf eindeutige, endliche und stetige Func- 
tionen des Parameters f, dass wir die Taylorschen Entwickelungen für dieselben 





WERE . u E 
T = uf u. Ar } ) u zu I. BY m ı 
- ed). 
F ’ 2 t° = f’ 
(3.) y = Ylt+yı > ty T 
’ r 2 i zz: 4 
— = ZuJ44+23, 5- +3 at 


mit einem solehen Gliede abbrechen können. dass alle aus den Üoor- 
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dinaten gebildeten Ausdrücke, die wir gebrauchen, bis zu einer so hohen 
Ordnung hinauf, als sie in unseren Entwickelungen auftreten, ebenfalls ein- 
deutige, endliche und stetige Funetionen von £ sind. 

Wir müssen nun versuchen, das Coordinatensystem so zu legen, dass 
in den Reihen (5.) für x, y, z möglichst viele von den ersten Gliedern 
wegfallen, wir werden sehen, dass dann die Schmiegungs-, rectifieirende und 
Normalebene mit den drei Coordinatenebenen zusammenfallen. Die Coor- 
dinaten dieses zweiten Systems seien A, Y, Z und mit den Coordinaten des 
alten Systems durch die folgenden Transformationsgleichungen verbunden: 


14 


X = az+ßy+Yı3, 
Y= me+hy+Y:2, 
Z = 2+P,y+753, 
wobei die Determinante aus den Coefficienten «, 9, y gleich +1 ist. 
Setzt man die Werthe von x, y, z aus den Gleichungen (5.) ein, so 
erhält man 





r " 
PER . f (vr) /) (v) la (r)N\ 
A = P (2, +PıY +Yızv ‚1° 
an Fe FO y 
| i 
’R Ri v a 3 (v) 2 Yv 2 \ 
(6.) Y — z (;2\, +, 9% I+Y, 3) y! . 
v:31.2. 2 
y 
pn ß s , fr ) . ; 
Z = F - GAEA +, y\ +733% )) yi ® 
vz>L2.. u 


wobei die Reihenentwickelungen wiederum für ein so grosses Intervall 
gelten, dass wir sie mit einem solchen Gliede abbrechen können, dass alle 
in unseren Betrachtungen vorkommenden Grössen eindeutige, endliche und 
stetige Funetionen von £ sind. 

Die Axen des neuen Üoordinatensystems sind bis auf die Unter- 
scheidung der positiven oder negativen Richtungen vollkommen festgelegt, 
wenn man zwei Gleichungen von der Form 


(A) BE DE Oo 
FEN | 0, +96 + ‚a — , 
(T.) 
\ > / En ur N Bir 


und eine Gleichung von der Form 

(8.) a + y?’+Y31 = VL) 
ansetzt, wobei weder alle Aten, noch alle «ten, noch alle vten Ableitungen 
der drei Coordinaten gleich Null sein dürfen und ausserdem mindestens eine 
der drei folgenden Determinanten von Null verschieden sein muss: 


I) a, u, ey‘, 


 *# 














Meder, über einige Arten singulärer Punkte von Raumcurven. 249 


Aus den Gleichungen (7.) findet man offenbar, wenn nicht alle Deter- 
minanten (9.) verschwinden, das Verhältniss der Richtungscosinus der X-Axe 
bezogen auf das alte System. Durch die Gleichung (8.) zusammen mit 
der Relation «,;+/,P,+7,Y: = 0 wird auch das Verhältniss der Richtungs- 
cosinus der Y-Axe bestimmt. Nimmt man eine der beiden Richtungen der 
X-Axe als die positive an und thut dasselbe mit der Y-Axe, so ist das 
neue Üoordinatensystem in der That vollkommen festgelegt, da es mit 
dem ursprünglichen eongruent ist. Welche von den beiden Richtungen der 
X-Axe und der Y-Axe als die positiven angenommen werden, ist für die 
folgenden Betrachtungen gleichgültig. 

In dem für X aufgestellten Ausdrucke (6.) verschwinden wegen der 
jedingung (1.) nachstehende Glieder: 


! I +) ‚ Ar d - 
40 rPıy Tryızv = V 
zZ j ) A wo. PN | Bern 
0, Xu rPıYo T/yı%v =WV, 

Bu rd a De 
0,0, Tr PıYu Tyı®w vr. U, 


Aus der Bedingung (2.) folgen nach Satz I (S. 57) die Proportionen: 
(r+1). „(r+1). 


Ti, Yo 


Setzt man den folgenden Ausdruck gleich Null: 


(n+1) (n-+-?2) n+?2) , „(n+?2) (m—n+?2) (m—n+?2) (m—n-+?) 


23, = I, :yı A = #0. 2, zu Y. < :z 


(n+1) 


\ (n+1) ı 9% n+1) so ui 
(10.) X, +9; oe ı®u ac VD, 


so besteht also auch das System 


n—+?2) ) ({n-+2) ww. n+?2) > 
0,8% +A,y5 +7,31 0, 

(n+3) (n+3) a, „(n+3) n. 
0% +P,Yı +7 30 E er VD, 

Mm— 2 (m—n+?2 0, ae n+2) __ 
2 rs +, Y5 i + 36 = U. 


Wir setzen zur Bestimmung der A-Axe noch die folgende Gleichung an: 


(11.) HB +, u 5 
Aus den Bedingungen (1.) und (2.) folgt nach Satz II (8. 59): 
I, = I, — oe Pt 1) Fa 0. 


Die (2m—n+2)-te Ableitung von / redueirt sich nach $5 auf die nach- 
stehende Determinante: 
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(n+1) (n+1) (r-+1) 
Ti) 9 &) 
(Im—n+?2) _ I!m—-n+? (m—n-+3) (m—n+ (m—n+3) 
I . Rn m—n+)3 T;; Yı S,) 


(m—n-+4#) 


(m—n+4#) „(mon- ++) 
Li) 


an: 
Ist 4”? =0, so kommt zu den Gleichungen (10.) und (11.) noch die 
folgende hinzu: 


(n—n++#) ı m—n++) 


0, +, Y een u 
Es mögen für einen Punkt der Curve die Gleichungssysteme (1.), (2.) und 
ausserdem das nachstehende erfüllt sein: 

IA,= I, =. = M?’=N(, 


und es sei eine Folge derselben das Bestehen der Gleichungen 


| ' wei I. @' u 

0%, TPıYo Er At, = V, 

0, +4, +7,3, = U 

ı«0 r Pı Yo Mjyı?ı I 
») \ 
12.) 

(g-m}+l —ım+ r (g-m+1) _ a 

CR ’+p zyi u 120 — 0. 





Ist dann ausserdem 7” = 0, so tritt zu diesem System die folgende Glei- 
ehung hinzu: 

(13.) FE 2 a reich P N felefe ) +Yı30 dr ve. 0 
denn die gte Ableitung von e 


(4) (u) -(u) 
Li) Yı 5 . 2, 
un. ‚0 v) „(r) 
12) — =, N ) Yy0 “) 
ai?‘ 6—u—r) (g+b—u—r) zet-u -y) 


() “() 


redueirt sich wegen der Bedingungen (1.), (2.) und (12.) auf ein einziges Glied: 


(n+1) (n+1) (n+1) 
c, Yo 3 
q 2 m—n-+3 _ 3 - +3 
19 m k' +1,m -n+3 a nk y\ — Ye rs . 
-—m+2)  „(a-m+2)  „(g-m+2) 
a. Yı - 1 PR 


woraus das Bestehen der Gleichung (13.) folgt, da in dem System (12.) die 
beiden Gleichungen 
m alıtD +1 he +1 ) käne 0, 


‚(m—n-+3) 


' m—n-+3 m— 
CH Fe lt 


enthalten sind. Da die Gleichungen (12.) richtig sind für g—-1 = 2m—n-+2, 
so gilt unsere Behauptung für jedes beliebige q, welches grösser oder gleich 
2m—n+2 ist, folglich auch für g=p; es fallen also, wenn die X-Axe 
dureh die beiden Gleichungen (10.) und (11.) bestimmt ist, in dem Aus- 


drı 
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drucke (6.) für X die nachstehenden Summanden weg: 


ae’ Ds EN 
0, + PıY +72. — (), 
[Zj ' > „ ir „' %: 
0,8, TpPıYo r/ı%u m 0), 
( — m+2) N .) (p—m-+2) IE —mn+?) za 
&; or + Pıy% + / ‚3, = (), 


Aus den Gleichungen (10.) und (11.), welche die X-Axe bestimmen, folgt 


) 
y . 7; 2 
0,:/) N 


n+1) (m—n+ 


&ı) 


(mn n—]) . 


137 
3 +3 (n+1) „Im—n-+35 (m—n+3) „(n+1 (n+] { 43 en .; 
—yı | Zu ä j ce m . \ ) . } ) | 1) 


= yf | ze a Yy Faß, Y 
Die einzelnen Determinanten in diesem Ausdrucke sind jedenfalls nicht alle 


W 


gleich Null, denn dann wären nach Satz I auch A", BU), 00V gleich 
Null, was nach (2.) ausgeschlossen worden ist. Die X-Axe ist also voll- 
kommen bestimmt und für Punkte der Curve ist | 

r | ’ (vr) v 

X a N; (0,2, +PıYı ‚ıY 2. > 


73 
v=p—m+ 5 v, 


wobei die (»—m-+3)-te Ableitun 


- 


& einer der drei Coordinaten x, y, z sicher 


von Null verschieden ist, da sonst /{?*" gleich Null wäre, was der Voraus- 
setzung (3.) widerspricht. 
Von den Gliedern in dem Ausdrucke (6.) für Y verschwinden wegen 


der Bedingung (1.) die folgenden: 


2 ' I , . er > 
05T Pay Ti »S — ‚), 
u; ) 


8, TPeYu +Y: 


= 
[A| 


in) ı D-i) 2 (n) he 
O8 r/F2Yı 72% — 0), 


Es muss zur Bestimmung von @, ,. 7, noch eine Gleichung angesetzt werden: 
VAR oe r + Pr Y5 en ur 22) Va = 0, 
Dann verschwinden infolge der Bedingungsgleichungen (2.) in dem Aus- 


ie) 
drucke für Y noch die Summanden 


(n+?2) 2 „(n+?2 a, =(n+2) u 
Oo +P:Yı ) +7 „ZU = (, 
a et =‘ 
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Y nimmt die nachstehende Gestalt an: 
pr 
Se v) (v a v 
Yo P: (0,0% + Ay +Y2% ) „I 


VZEM—N + Is 
wobei die (m—n-+3)-te Ableitung einer der drei Coordinaten x, y, z sicher von 
Null verschieden ist, da sonst die (m+1)-ten Ableitungen von A, B, C gleich 
Null wären, was der Voraussetzung (2.) widerspricht. 
In dem Ausdrucke (6.) für Z fallen wegen der Bedingung (1.) die 
folgenden Glieder weg: 
03%, +39, +Y320 on 0, 


Z A A 
Oz, + 390 +Y% = 0, 


y r. 2 (r FR 7 
ah + Pay +Y320 V, 


l 


und wir erhalten 


. f ’) 1 ! I” 
Z= E (vo +Pyo 47320) ° 
vn-tl... vV! 


In dem neuen Systeme sind also die Coordinaten X, Y, Z durch die 
folgenden Ausdrücke gegeben: 
X = Pt3la+tl-)), 
(14.) Y= "rbHtl)), 
Z = (c+1C-)) 
wobei py-m+3 > m—n+53>n-+Jl ist und die numerischen Factoren a, b, c 
von Null verschieden sind. 





Ss 18. 
Die Gleichungen der Tangente an die Curve (X, Y, Z) sind, wenn 
man durch $, n, & die laufenden Coordinaten derselben bezeichnet: 
Y(5-A)-X (n-Y) = 0, 
Z(n-N)-Y(d-Z) = 0. 
Da der Exponent der niedrigsten vorkommenden Potenz von £ in X grösser 
ist als in Y, und in Y grösser als in Z, so erhält man für £=(, also für 
die Tangente im Coordinatenanfangspunkt, $=n=0, d.h. die Tangente ist 
die Z-Axe. 
Die Gleichung der Schmiegungsebene ist 
s-X n-Y (5-Z 
X Y' Z | =d. 
X" Y' zZ" 





—_ 


FE N 
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Setzt man die Werthe 
Xetra tt), KU = Pt la+tl-)), 
Y=t""H(b+tl.)), Y"=tt(b+il-.)), 
Z' = t"(e,+t(---)), ZU" = 1" (o+t(---)), 
wo a, 5b, €, @, D,, ©, von Null verschiedene Uonstanten sind, in die Glei- 
chung der Schmiegungsebene ein und dividirt dann die zweite Horizontal- 
reihe durch #”, die dritte durch #””"', so erhält man 


EX n—Y c-Z 
tlg, +t(--)) 4?(h,+8(l---)) e, +... — A), 


all) TRBHECH)) eHtl 


Nach den Gliedern der ersten Horizontalreihe geordnet und durch £” 
dividirt: 


X b,+t(---), c+t(--) np a,+t(--), c,+t 
S—_ı 17 = 24 
r Er un A ’ ’ ar | N 
b,+t(--), &+t(--) a—+t( C,+t(---) 
a,—+t(---), b,+E(---) 
= (C— Zt "mt? 1 \ / l j " an (), 
| +), tt 


Da die Exponenten p—2m-+n und p—m—n-+2 nach den Ungleichungen (4.) 
positiv sind, so erhält man für £=0 als Gleichung der Schmiegungsebene 
im Coordinatenanfangspunkt 
3% 

Wie wir gefunden haben, ist die Tangente an die Curve im Coordinatenanfangs- 
punkt die Z-Axe, also die Ebene X = 0 die Schmiegungsebene, Y = 0 die reeti- 
fieirende Ebene, Z= 0 die Normalebene der Curve im Coordinatenanfangspunkt. 

Bestehen für einen Punkt einer Raumcurve, der der Coordinatenanfangs- 
punkt sein möge, die Relationen 


Dan a re u 2") = (), zur+) > ). A = A =, 0 0: A' ) = ), A' Hi) _ x VD, 


! 2 


gay ae) EI 20, B=B=-..-= BV9=0, BO, 
Pe Bm... — gm —(. zr+D). (0. Ce y' ass cm —O. Co+). 0. 
A=41=.:=- 4-0 AYIDO, 
so können die Gleichungen der Curve auf die nachstehende Form gebracht werden: 
X = PH la+tl-.)), 
m—n+3 f \ 
Y= t""H(b+t(--)), 
Z = t"*'(c+t(---)), 
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wobei a, b, ce von Null verschiedene Constanten bedeuten, und es ist dann die 
YZ-Ebene die Schmiegungsebene, die ZX-Ebene die rectificirende, die XY- 
Ebene die Normalebene der Curve im Coordinatenanfangspunkt. 

Aus den Ausdrücken (14.) findet man leicht die Projectionen der 
Curve auf diese drei Ebenen. Für die Projeetion auf die Schmiegungs- 
ebene erhält man z. B. 

Y=t"H(b+Htl.)), Z=ett(c+tl-)). 
Die Tangente an diese Projeetion ist die Z-Axe. Der Charakter der Projection 
des Coordinatenanfangspunktes auf seine Schmiegungsebene, also des Coordi- 
natenanfangspunktes in der YZ-Ebene, hängt von den niedrigsten in Y und Z 
vorkommenden Exponenten von fab. Sind dieselben ungerade, so wechseln die 
Öoordinaten, wenn f aus dem negativen ins positive übergeht, also im Coordi- 
natenanfangspunkt ihr Zeichen; sind die Exponenten der niedrigsten Potenzen 
von tdagegen gerade, so behalten sie es. Es können folgende Fälle eintreten: 

I. m—n+5 ist gerade, »+1l ungerade. Y behält sein Zeichen, Z 
ändert es. Man erhält einen regulären Punkt. 

II. m—n-+3 ist ungerade, n-+1l gerade. Y ändert sein Zeichen, Z 
dagegen nicht. Man erhält eine Spitze. 

Il. m—n+3 und »+1 sind beide ungerade. Y und Z ändern ihr 
Zeichen. Man erhält einen Wendepunkt. 

IV. m—n+3 und n-+1 sind gerade. Y und Z behalten ihr Zeichen. 
Man erhält einen Schnabelpunkt. 

Für die Projeetionen auf die rectifieirende und Normalebene lassen 
sich analoge Betrachtungen anstellen. 

Aus den Ausdrücken (14.) für die Coordinaten kann man auch er- 
sehen, ob die Curve die Coordinatenebenen durchdringt oder nicht. Die Curve 
durehdringt die Schmiegungs-, rectifieirende oder Normalebene im Coordi- 
natenanfangspunkt oder nicht, je nachdem die bezw. niedrigsten Exponenten 
von £ in den Ausdrücken (14.) für X, Y, Z von ungerader oder gerader 
Ordnung sind, denn im ersten Falle wechseln die Coordinaten ihr Zeichen, 
im zweiten behalten sie es. 

$ 19. 

Um die Projeetionen des Punktes auf seine Schmiegungs-, rectificirende 
und Normalebene in jedem einzelnen der acht singulären Fälle zu finden, 
muss man in den Ausdrücken (14.) », m, p durch ihre in $ 15 abgeleiteten 
Werthe ersetzen. 





>> 


N 
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I. +++ n=2a, p-m+53 = 2y—2P+3 ist ungerade, 
m = 29—l, m—n+3 =2P—20o+2 ist gerade, 


p=2:y-—-l, n+l=2o+l ist ungerade. 
Man erhält als Projection des Coordinatenanfangspunktes auf seine Schmie- 
gungsebene einen regulären Punkt, auf die reetificirende Ebene einen Wende- 
punkt, auf die Normalebene eine Spitze. Die Curve durehdringt die Schmie- 
gungs- und Normalebene, die rectifieirende Ebene dagegen nicht. 

Auf diese Weise findet man die schon bekannten Projeetionen für 
jede einzelne der acht Arten von Punkten. Was die Durchdringung der 
drei Ebenen durch die Curve anbetrifft, so erhält man: 


Die Curve durchdringt die Schmiegungsebene in den Fällen 


I+++, IV +--, VI-+-, VI -- 
die rectificirende Ebene in den Fällen 
Il +-+ IV +--, V-++ VW 
die Normalebene in den Fällen 
I+++ I++-, H+-+ IW 
Ss 20. 


Ausgehend von den Ausdrücken (14.) kann man auch bestimmen, 
wie viele auf einander folgende Punkte die Curve im Coordinatenanfangspunkt 
mit ihrer Schmiegungsebene und Tangente gemein hat. Hat die Curve im 
Coordinatenanfangspunkt zwei auf einander folgende Punkte mit der YZ- 
Ebene gemein, so it X=X=0, X" 0; hat sie drei auf einander folgende 
Punkte mit dieser Ebene gemein, so mus = X = X" =0, X" 0 sein 
u.8.f. Da für t=0 

K=X' =... Xee) -.Q9 1X >00 
ist, so hat die Curve mit ihrer Schmiegungsebene p—m+3 auf einander 
folgende Punkte gemein. Die Curve hat also mit ihrer Schmiegungsebene 
eine ungerade oder gerade Anzahl von auf einander folgenden Punkten 
gemein, je nachdem sie dieselbe durchdringt oder nicht. 

Die Tangente geht, als Durchschnittslinie der Schwiegungs- und recti- 
ficirenden Ebene, durch m—n+5 auf einander folgende Punkte der Curve, da 
ren EINE IH 
ist. Die Curve hat mit ihrer Tangente eine ungerade oder gerade Anzahl 
von auf einander folgenden Punkten gemein, je nachdem sie die rectificirende 
Ebene durehdringt oder nicht. 
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Bei Einführung eines anderen Parameters 7, der von dem ursprüng- 
lichen in folgender Weise abhängig sei: 
i=t, 
ändert sich auch die Anzahl der auf einander folgenden Punkte,, die die 
Curve mit ihrer Schmiegungsebene oder Tangente gemein hat. Sie bleibt 
aber gerade oder ungerade, wie sie es früher war, wenn « ungerade ist. 
Ist « dagegen gerade, so hat die Curve für @=(0 mit ihrer Schmiegungs- 
ebene und Tangente stets eine gerade Anzahl von auf einander folgenden 
Punkten gemein, wie es sich auch nach $ 16 nicht anders erwarten liess, 


da dann der Punkt in den Fall VIII —— — übergeführt wird. 
VL 
Krümmungs- und Torsionsradius. 
s 21. 


Wir wollen in diesem Abschnitte die Ausdrücke für den Krümmungs- 
und Torsionsradius einer näheren Untersuchung unterziehen und werden 
dann sehen, dass dieselben in manchen der von uns betrachteten Fälle nicht 
endlich und dabei von Null verschieden sein können. 

Die Art des Punktes sei wieder durch die folgenden Bedingungs- 
gleichungen definirt: 


er =..." — 0, ar +D zZ 0, 
A = A — u: — A”) u 0, A"+D > 07 
1=4 =... = A =-(), JUDO, 


Der Krümmungsradius R wird, wenn s' die Ableitung des Bogens 
bedeutet, durch den Ausdruck 


R= 


13 


$ 
YA+B+O 
gegeben. Wir betrachten das Quadrat des Krümmungsradius, weil dann das 
Wurzelzeichen wegfällt: 


R - EERET 
0 4°+B’+0° 


Die erste nicht verschwindende Ableitung von ze’ +y”+z” ist die 2»te, von 
(z’+y”+z°)' also die 6nte, dagegen die erste nicht verschwindende Ableitung 
des Nenners die (2m-+2)-te. Nach Satz IV (S. 62) ist also R° gleich Null, endlich 
oder unendlich gross, je nachdem 6» grösser, gleich oder kleiner ist als 2m +2. 

R=0, endlich, ©, je nachdem m kleiner, gleich oder grösser als 
Sn—1l ist. 


D 
di 


S 
li 


al 
ei 


R 
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Der Ausdruck für den Torsionsradius lautet 
1 ABO 
I 
Die erste nicht verschwindende Ableitung des Zählers ist die (2m+2)-te, 
die des Nenners die (p+1)-te. 
T=(0, endlich, ©, je nachdem p kleiner, gleich oder grösser als 
2m+1 ist. 
Für die einzelnen acht Arten von Punkten erhalten wir nach $ 15: 
l. +++ n=2, m=2P-1l, p=23y-1. 
3n-l1=6e—1, 2m+1=4P-1. 
Sowohl y=2m+1, als auch m = 3n—1 ist möglich. AR und T können end- 
lich und von Null verschieden sein. 
ll. ++-. n=2, m=2ß-l, p=2y. 
35n—l=6e—1l, 2m+1=45-1. 
Die Bedingung p = 2m+1 ist nicht erfüllbar, denn dann müsste 27 = 4 —1, 
also eine gerade Zahl einer ungeraden gleich sein; es kann daher T nicht 
endlich und dabei von Null verschieden sein. 
Il +-+ n=2, m=2ß, p=2y-1l. 
on—1l=6be—1l, 2m+1l=4P-+1. 
R kann nicht endlich und von Null verschieden sein. 
IV. +-—. n=2, m=2ß, p = 2y. 
3n—1l=6be—-1l, 2m+1=4p5-+1. 
R und T können beide nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. 
V. -++ n=2«—-1l, m=2ß-l, p=2%. 
on—1l=6e—4, 2m+1l=4P—1. 
R und T können beide nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. 
vl. —-+-. n=2a-l, m=2Pß-1l, =2r-1. 
3n—1l=6a-4, 2m+1=4P—1. 
R kann nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. 


VI. --+ n=2a-l, m=2/, = 2y, 


‘ 


3n—l=6be—4, 2m+1l=4P-+1. 


T kann nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 3. 33 
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vIl —--. n=2%-1l, m=2P, p=%-l. 
3n—l=6ae—4, 2m+1l=4P-+l. 
R und T können beide endlich und von Null verschieden sein. 

Aus diesen Entwiekelungen ist Folgendes ersichtlich: 

Besitzt ein Punkt der Curve, der kein Rückkehrpunkt ist, eine Rück- 
kehrtangente, so kann in ihm der Krümmungsradius nicht endlich und dabei 
von Null verschieden sein, besitzt er eine Rückkehrschmiegungsebene, so kann 
der Torsionsradius nicht endlich und dabei von Null verschieden sein. Ist 
der Punkt dagegen ein Rückkehrpunkt, so kann der Krümmungsradius nur im 
Fall einer Rückkehrtangente, der Torsionsradius nur im Fall einer Rückkehr- 
schmiegungsebene endlich und dabei von Null verschieden sein. 


vn. 


Contingenz- und Torsionswinkel. Andere Arten der Herleitung der analytischen Kriterien 
für die singulären Punkte. 


$ 22. 
Der Contingenzwinkel e und der Torsionswinkel ® sind in einem 
analytisch sowohl als geometrisch regulären Punkte unendlich klein von 


derselben Ordnung wie dt. Es soll in diesem Abschnitt untersucht werden, 
ob und wann sie unendlich klein von höherer Ordnung sein können. 


de _ VAFR FO 


er 7 dt. 
3 2? ı AR? e) 
w la 
Die Art des Punktes sei wieder durch die folgenden Gleichungen 
bestimmt: 

Men... —N, „+0 >0, 
(2.) A=A =-:: = Am — 0, At) > 0, 
A=4=..=-A4) = 0, JENM>O, 





Dann ist nach Satz III die erste nicht verschwindende Ableitung des Zählers 
im Ausdruck (1.) von der Ordnung 2m-+-2, des Nenners von der Ordnung 4n. 
Nach Satz IV ist der Ausdruck (1.) gleich Null, endlich oder unendlich 
gross, je nachdem 2m-+2 grösser, gleich oder kleiner ist als 4n. Nach 
S 15 ist aber immer m —2n—1, es kann also e:df nicht unendlich gross 


se 
se 


st 


di 


1 


td #) 
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« 


sein, der Contingenzwinkel ist immer unendlich klein von mindestens der- 
selben Ordnung, wie das Differential des Parameters. 
€ ‚0 . N 
= e nachdem m — 2n—1. 
dt ! endlich, J 2 
Für den Torsionswinkel » lässt sich eine ähnliche Betrachtung an- 


stellen: 


© ds s’A ” 
DD = — _ be Hy 
4 T A? + B’+C® ( 
ir ER LETI 
(3.) ( di J m. (A?+B?+ c”: 


Infolge der Gleichungen (2.) ist nach Satz III die erste nicht verschwindende 
Ableitung des Zählers in dem Ausdruck (3.) von der Ordnung 22»+2p-+2, 
des Nenners von der Ordnung 4m+4. Der Ausdruck (3.) ist nach Satz IV 
gleich Null, endlich oder unendlich gross, je nachdem 2r»-+2p+2 grösser, 


gleich oder kleiner ist als 4m+4. Nach $ 15 ist immer p = 2m—n+1, 
auch der Torsionswinkel kann nicht unendlich gross sein im Verhältniss 
zu dt und es ist 


MM) (0 a “ 
= e nachdem » — 2m—n-t1. 
di PRTTRTUER > 22... P= + 


Wir wollen jetzt in jedem einzelnen der acht Fälle untersuchen, ob 
die Bedingungen 


m —2n—l, pZ 2m—n+1 
immer erfüllbar sind. 
ll +++ n»=2%, m=2ß—-1, p=2%ı-1. 
2n—1l1=4o—1, 2m—n+1=4P—2a—1. 
Sowohl m — 2n—1, als auch p = 2m—n+1 ist möglich. 
Il. ++. n=2%, m=2ß-l, p=2. 
2rn—-1=40o—1, 2m—n+1=4P—20—l. 
Die Erfüllung der Bedingung p = 2m—nr+1 ist nicht möglich, denn dann 
müsste 2y = 49 —2«e—1, also eine gerade Zahl einer ungeraden gleich sein. 
Il. +-+ n=2%, m=2ß, p=2y-l. 
2n—1=4ae—1, 2m—n+1l= 4P—-2c-+1. 


m = 2n—1 ist nicht möglich. 


IV. +--—. n=2%, m=2ß, p=2y. 
2n—l=4o—1, 2m—n+1=4P—2c-+l. 


Weder m = 2»—1. noch p = 2m—n-+1 ist möglich. 


33* 
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V. =-++ n=20—-1, m=2P-l, p=2%. 
2n—1=40o—3, 2m—n+1=4P— 2a. 
Sowohl m = 2n—1, als auch pP >22m—n+1 ist möglich. 
VI. -+- n=2-1, m=2P—-1l, p=%-1l. 
2n—1l1=4a—3, 2m—n+1=4P—2o. 
p=2m—n-+l1 ist nicht möglich. 
VI —--+ n=20—1l, m=2P, p=2y. 
2n—1l=40o—3, 2m—n+l1=4P—2a-+2. 
m = 2n—1 ist nicht möglich. 
vl ---. n=2-l, m=2ß, p=3%-1. 
2n—1l=4a—3, 2m—n+1l=4P-—-2c-+2. 
Weder m = 2n—1, noch p = 2m--n-+1 ist möglich. 


Die Relation m = 2»—1, welche besagt, dass e unendlich klein ist 
von derselben Ordnung wie dt, kann also nicht bestehen in den Fällen, in 
denen die Tangente, die Relation p = 2m—n-+1, welche besagt, dass ® un- 
endlich klein ist von derselben Ordnung wie dt, kann nicht bestehen in 
den Fällen, in denen die Schmiegungsebene ein Rückkehrelement ist. 

Aendert die Tangente ihren Drehungssinn, so ist der Contingenzwinkel 
immer unendlich klein im Verhältniss zu dt, ändert die Schmiegungsebene ihren 
Drehungssinn, so ist der Torsionswinkel unendlich klein im Verhältniss zu dt. 
Unendlich klein von derselben Ordnung wie dt können der Contingenz- und 
der Torsionswinkel nur in den übrigen Fällen sein und zwar ist es der Con- 
tingenzwinkel dann und nur dann, wenn m, der Torsionswinkel, wenn p seinen 
kleinsten möglichen Werth hat: m = 2n—1, p=2m-n-+1. 

Dass bei einer Aenderung des Drehungssinnes der Tangente oder 
Schmiegungsebene der Contingenz-, resp. Torsionswinkel unendlich klein 
sein muss im Verhältniss zu dt, ist auch aus folgenden geometrischen Be- 
trachtungen ersichtlich. 

Zwei auf einander folgende Tangenten bilden mit einander den Con- 
tingenzwinkel. Dreht sich die Tangente immer in demselben Sinne, so 
muss der Contingenzwinkel, von der positiven Seite der Schmiegungsebene 
aus betrachtet, von constantem Zeichen, etwa positiv sein. Dreht sich die 
Tangente im entgegensetzten Sinne, so ist der Contingenzwinkel negativ. 
Kehrt die Tangente in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn um, so 


nm 


rn 
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geht der Contingenzwinkel in diesem Punkte aus dem positiven ins negative 
über. Da man die auf einander folgenden Punkte der Curve erhält, indem 
man den Parameter £ allmählich wachsen lässt, so ist dt von constantem 
Zeichen. Soll e aus dem positiven ins negative übergehen, so muss &: dt 
sein Zeichen wechseln, das ist aber nur möglich, wenn e: dt verschwindet, 
da es nie unendlich gross werden kann. 

Zwei auf einander folgende Schmiegungsebenen schliessen den Tor- 
sionswinkel ein. Dreht sich die Schmiegungsebene immer in demselben 
Sinne, so behält der Torsionswinkel sein Zeichen, ist etwa positiv. Aendert 
die Schmiegungsebene in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn, so 
ändert der Torsionswinkel sein Zeichen, er wird negativ, es muss dann in 
diesem Punkte auch w:dt sein Zeichen wechseln, was nur möglich ist, 
wenn w:dt verschwindet. 


$ 23. 

Nach diesen Betrachtungen haben wir den Contingenz- und den 
Torsionswinkel bald als positiv, bald als negativ anzusehen; es müssen 
also die Quadratwurzeln, die in den Ausdrücken für e und ® vorkommen, 
in gewissen Fällen ihr Zeichen wechseln. Diese Annahme wird auch da- 
durch gerechtfertigt, dass man von ihr ausgehend die Kriterien für die 
kückkehrtangente und die Rückkehrschmiegungsebene in einfacher Weise 
ableiten kann, wie es im Folgenden angedeutet werden soll. 

Bei der Kückkehrtangente wechselt der Ausdruck &:dt sein Zeichen, 
er muss also verschwinden und seine erste nicht verschwindende Ableitung 
von ungerader Ordnung sein. Setzt man 

A’+B’+C0’ = D’, 


so ist 
€ D w 
== ._- = Ds " 
dt s'° 
fı2 (r) 2 f ' uch PR PER,“ Dar ‚-ı » 
( 3 .) ER Ds" {rl (7 (8 *) +++D(s ir 


Bestehen für den betreffenden Punkt, nach der Bezeichnungsweise von 
$ 15, die Relationen 


= 2" =... = =0, ISO, 


so ist für denselben auch 


! 


ae 2 ee sg”) —- (), st!) > 0, 


D=-D' =.:.:-= D"»)—(, 
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Durch dieselben Betrachtungen, wie in Abschnitt III, findet man, dass dann 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für | 


PETE Pen En 


die folgenden sind: Ä 
D Bun D TERN, DH che 0, DWt+D > 0. . 


Diese Bedingungen sind dann und nur dann erfüllt, wenn dieselben Ablei- 
tungen von A, B, C verschwinden. Im Fall einer Rückkehrtangente ist r | 
gerade, die letzten verschwindenden Ableitungen von A, B, C sind von | 
gerader Ordnung. 

Kehrt in einem Punkt der Curve die Schmiegungsebene den Sinn 
ihrer Drehung um die Tangente um, so muss w:dt sein Zeichen wechseln. 


we 





BE; AR 
“ 20 
( 
Im Abschnitt IV hatten wir den Ausdruck 
h 
e _ (Wey2)d 
s A: 


betrachtet und es musste derselbe nebst einer geraden Anzahl von auf ein- 
ander folgenden Ableitungen verschwinden. Es verschwinden offenbar von 


s eben so viele Ableitungen, wie von y3—y'z, und von A’+B’+C° eben | 

so viele, wie von A’; es muss sich daher bei näherer Untersuchung zeigen, | 

dass, wenn eine gewisse Anzahl auf einander folgender Ableitungen von / ver- 

schwindet, von »:dt dieselben Ableitungen gleich Null sind, wie von 5. Wir 1 

erhalten dasselbe analytische Kriterium für die Rückkehrschmiegungsebene. 
Führen wir einen neuen Parameter 7 ein, so brauchen e:dr und 

wo:dr nicht mit derselben Anzahl von auf einander folgenden Ableitungen 

zu verschwinden, wie e:dt und w:dt. Nach unseren letzten Betrachtungen 


muss es sich aber ergeben, dass, wenn vorher eine gerade Anzahl von Ab- 
leitungen verschwand, es auch nachher der Fall ist; war dagegen die An- ' 
zahl der verschwindenden Ableitungen ungerade, so muss sie es auch nach 
der Einführung des neuen Parameters sein. 
Es sei 


t — e, ] 
wo « eine positive ganze Zahl ist, dann haben wir n 
( 
AR ee? N. I = ga . 
BR "a. 3 27° "Seh 2 LEE . 
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Entspricht der Punkt dem Parameter =r=0 und ist @ ungerade, 
so ist in der T'hat die Anzahl der auf einander folgenden verschwindenden 
Ableitungen von &:dr und w:dr gerade oder ungerade, je nachdem sie von 
e:dt und w:dt gerade oder ungerade war. Ist dagegen « eine gerade Zahl, 
so beginnen die Reihen, in die wir e:dt und w:dt entwickelt denken können, 
wenn wir in dieselben 7 statt £ einführen, immer mit einer geraden Potenz 
von rt. Die Reihen für &:dr und »:dr werden dann immer mit einer un- 
geraden Potenz von z anfangen, die ersten nicht verschwindenden Ableitun- 
gen von e:dr und w:dr sind von ungerader Ordnung, die Singularität des 
Punktes geht in den Fall VIII. —— — über, wie es auch nach $ 16 
sein muss. 


$ 24. 

Wir können auch die analytischen Kriterien für die geometrischen 
Singularitäten herleiten, ausgehend von der sphärischen Indieatrix und der 
sphärischen Polare zur sphärischen Indieatrix der Curve. 

Construirt man um den Coordinatenanfangspunkt eine Kugel mit dem 
Radius 1 und zieht zu den Tangenten der Ourve Parallele durch den Coor- 
dinatenanfangspunkt, so schneiden dieselben auf der Kugel die sphärische 
Indicatrix der Curve aus, welche stetig verläuft nach unserer Annahme über 
die positiven und negativen Richtungen der Tlangenten (S. 50). Im Fall einer 
Rückkehrtangente der Curve besitzt die sphärische Indieatrix im entsprechen- 
den Punkt einen Rückkehrpunkt. Die Coordinaten $, n, & der Punkte der 
sphärischen Indieatrix sind die Riehtungseosinus der Tangenten der betrach- 
teten Curve in den entsprechenden Punkten. 


Der Ausdruck 


1‘) . 


0 = YE”+n"+C” 


kann auf die folgende Form gebracht werden: 


2 WARE 
6--= - . 

FE 
Im Falle eines Rückkehrpunktes der sphärischen Indieatrix muss 0° ver- 
schwinden, und die erste von Null verschiedene Ableitung von o von gerader 
Ordnung sein. Nach $ 22 ist aber der Ausdruck für 0° gleich e:dt, wir 
erhalten unser früheres Kriterium für die Rückkehrtangente. 
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Zieht man durch den Coordinatenanfangspunkt Parallele zu den 
Binormalen der Curve, so schneiden dieselben auf der mit dem Radius 1 
um den Coordinatenanfangspunkt construirten Kugel die sphärische Polare 
zur sphärischen Indieatrix aus, welche ebenfalls .nach unserer Annahme 
über die positiven und negativen Seiten der Schmiegungsebenen (S. 51) stetig 
verläuft. Kehrt die Schmiegungsebene ihren Drehungssinn um die Tangente 
um, so besitzt offenbar die sphärische Polare zur sphärischen Indieatrix 
einen Rückkehrpunkt. Die Coordinaten £&, n, 5 dieser letzteren sind die 
Richtungseosinus der Binormalen der ursprünglichen Curve, also 

i A B ; C 


Er YA’+B’+0? ? vn YAR+B?+C ' oo YA?+B’+C 


Der Ausdruck 
0 = VRFFE 
kann auf die folgende Form gebracht werden: 
sd 
u a 
Im Falle eines Rückkehrpunktes der sphärischen Polare zur sphä- 
rischen Indicatrix muss o’ verschwinden und die erste nicht verschwindende 
Ableitung von o von gerader Ordnung sein; wir erhalten wieder unser 
früheres Kriterium für die Rückkehrschmiegungsebene, da 0° gleich dem 
Ausdruck w:dt ist, den wir im vorigen Paragraphen behandelt haben. 


Zum Schluss dieser Abhandlung sei es mir gestattet, Herrn Professor 
Dr. Adolf Kneser, der mich zu dieser Arbeit veranlasst hat, meinen Dank 
zu sagen für die mir während meiner Studienzeit in so reichem Maasse 
gebotene Anregung und freundliche Unterstützung. 


Dorpat, Februar 1895. 











Ueber die Reihenentwickelung der Integrale 
eines Systems von Differentialgleichungen in der 
Umgebung gewisser singulärer Stellen. 


(Von Herrn J. Horn in Charlottenburg. 


Di. Fuchssche "Theorie der linearen Differentialgleichungen lehrt die 
keihenentwickelung der Integrale einer Differentialgleichung von der Form 
d"y za 0; nA 


f \ in u es n—1 ‘ \ FE. 
N. "An = T 4,7 Eh >& L)U. 
\ / dr" 9: . 5 dr"! . 4 I \ J dr 4 Y. 


in welcher g9,(@). ..., 9,(x2) in gewöhnliche Potenzreihen von x entwickelbar 
sind, in der Umgebung der singulären Stelle e=0. Für nicht lineare 
Differentialgleichungen erster (zum Theil auch zweiter) Ordnung wurden 
von Herrn Poincare (Journ. de l’Ee. pol. cah. 45) und Herrn Picard 
(Comptes rendus t. 87) verwandte Reihenentwickelungen angegeben: es 
handelt sich hier um die Entwickelung der für e=0 verschwindenden 
Integrale der Differentialgleichung erster Ordnung 


(B.) x =, = G(2, 9) 
in welcher 
G(z, y) = ay+br-+--- 

eine für 2=(, y= 0 verschwindende, in der Umgebung dieser Stelle regu- 
läre Funetion von z, y bedeutet, vorausgesetzt, dass der Coefficient a von y 
einen positiven reellen Theil besitzt. Man kann nun ähnliche Untersuchungen 
für nicht lineare Differentialgleichungen höherer Ordnung verlangen, etwa 
für eine Gleichung von der Form 


d”y af dy Aaly N 
er gr = Ge, et — |), 
( ) dx" Fr I: dx da" / 
deren rechte Seite 
De dy 
ET u —- +.++6,_,2-—- +0,44 
AI | der! I n—1 ’ Y 


dr 
eine für die Nullwerthe der angegebenen Argumente verschwindende, in 
Journal für Mathematik Bd. OXVI. Heft 4. 34 
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der Umgebung dieser Nullwerthe reguläre Function darstellt. Es lassen 
sich für die für = 0 verschwindenden Integrale der Differentialgleichung 
(C.) Reihenentwickelungen aufstellen, welche die bekannten Reihenentwicke- 
lungen der Integrale der linearen Differentialgleichung (A.) als Speecialfall 
enthalten, soweit die letzteren für e=(0 verschwinden, d. h. soweit die 
Wurzeln der determinirenden Gleichung positive reelle T'heile besitzen. 

An Stelle der linearen Differentialgleichung »ter Ordnung (A.) kann 
man ein System von » linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
» abhängigen Veränderlichen setzen von der Form 


(D.) Pe. 
, dr 


N 
” 3 9.:(E)Y5; (a, FEN, 00: 0) 
A 


wo g,;(@) eine gewöhnliche Potenzreihe von x darstellt, ebenso an Stelle 
der Differentialgleichung (C.) das System 


‚m \ dy, I; \ 
FE. T —— en 1,\T Br, Mi ), (ame so... 
1, dx I, 9ı Yn) 


worin 
n 


Y n . 
G,(®, Yıs e, 9 Y,) ann = G,3Y3T'" 


j= 
eine gewöhnliche Potenzreihe von z, y,, ..., y, darstellt, welche für x = 0, 
Y=0, ..., 9, =0 verschwindet. Mit dem System (E.) beschäftigt sich 
bereits Herr Königsberger in seinem Lehrbuch der Theorie der Differential- 
gleichungen (Kapitel 5, IV), sowie Herr Picard im Traite d’Analyse Bd. III 
Ss. 1—22*) unter Benutzung der Dissertation des Herrn Poincare. Da dort 
jedoch nur der einfachste Fall vollständig erledigt wird, so möchte ich im 
Folgenden die Untersuchung wieder aufnehmen und so weit führen, dass auch 
die mit Logarithmen behafteten Fuchsschen Reihenentwickelungen der für 2 = 0 
verschwindenden Integrale der linearen Differentialgleichung (A.) als specielle 
Fälle der für das System (E.) herzuleitenden Entwickelungen erscheinen. 
Setzt man in dem linearen System (D.) 
9.50) — d,B> 

so hängt, wie ich Math. Ann. Bd. 39 gezeigt habe, die Form der Reihen- 
entwickelungen von den Elementartheilern der Determinante 

0.) I(s) = la,,—s0,;| ee RR 
ab: der Gleichung /(s) = entspricht bei der gewöhnlichen linearen Diffe- 
rentialgleichung (A.) die determinirende Fundamentalgleichung des Herrn 

“) In engerer Verbindung mit letzterer Darstellung steht der später erscheinende 
dritte Theil der Arbeit, während zunächst an Königsberger angeknüpft wird. 








Horn, über die Reihenentwickelung der Integrale von Differentialgleichungen. 267 


Fuchs. Bei dem hier zu untersuchenden System (E.) wird ebenfalls die 
Determinante 
(€.) I(s) = la,;-80,; 


\e) 
eingeführt. Hat /(s) lauter einfache Elementartheiler s—a,. ..., s—a, und 
sind die reellen Theile von a,, .... a, (mn) positiv, so besitzt das 
System (E.), wie Herr Königsberger a. a. 0. gezeigt hat, eine Lösung von 
der Form 


(a trat tie ı=1,... | 
y. = SC ı8 url! 
> A Abk 4 J 


welche von m willkürlichen Constanten abhängt*). Die Gültigkeit dieser 
intwickelung ist indessen nicht nur an die Voraussetzung geknüpft, dass 
keine der Grössen a, ..., a, eine ganze positive Zahl ist (Königsberger 
S. 402) und dass keine der Differenzen a,—a, (i,k=|1,..., m) eine von 
Null verschiedene ganze Zahl ist (wie dies sich aus der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen ergiebt), sondern jene einfache Gestalt der Reihen- 
entwiekelung ist im allgemeinen nicht mehr vorhanden, wenn zwischen 
Ay ».., a, Beziehungen von der Form 


a = 0+0,4,+0,4,.4+'" 


bestehen, wo 0, @;, @,, ... ganze positive Zahlen sind. Im Falle solcher 
Relationen treten im allgemeinen Logarithmen in den Reihenentwickelungen 
auf; diese haben die Form 


1-4 + 


y, zu 0% Tr 410 Ay "(log . 2 - ( nn a, 


hhamehn r J 


WO Yı, 2.., 9. ganze positive Zahlen (einschliesslich Null) bedeuten, welche 
durch die zwischen a,, ..., a, bestehenden Relationen bedingt sind*). 

Nachdem diese Resultate in $ 1 und $ 2 hergeleitet sind, werden sie 
in $ 3 durch einige Beispiele erläutert und in $ 4 für Systeme linearer 
Differentialgleichungen speeialisirt. In $5 wird die Differentialgleichung 
nter Ordnung (C.) betrachtet unter der Voraussetzung, dass die der deter- 
minirenden Fundamentalgleichung des Herrn Fxchs entsprechende Gleichung 
nten Grades in s 


(v.) s(e—1)...(e—n+1) = csle—1)...(s—n+2)++c,_,85+C 


lauter einfache Wurzeln a.. .... a, besitzt. Sind die reellen Theile von 
Ay, ..., Ad, positiv und bestehen zwischen a, .... a, keine Beziehungen 


4 


*) Man sehe den genaueren Ausdruck der Sätze auch für den Fall, dass a. ..., a 
nicht sämmtlich verschieden sind, in $ 1 und $ 2. 
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von der oben angegebenen Form, so besitzt die Differentialgleichung (U.) 
ein von m willkürlichen Constanten abhängiges Integral von der Gestalt 


it Aa ? A nA 


u 
- Bien Ch. ; 


während man eine Reihe 


Arıtuti,.? 


N 
ik 


i+ at 
» 


+A,,®, ' 
It "(logx) 
P 


Mies Our, d 


[2 


erhält, wenn zwischen @, ..., a, Beziehungen der bezeichneten Art be- 

stehen, von welchen die ganzen positiven Zahlen v,, ..., v„ abhängen. 
Der Fall mehrfacher Elementartheiler der Determinante (e.) bezw. 

mehrfacher Wurzeln der Gleichung (y.) wird in einer Fortsetzung der vor- 


liegenden Arbeit behandelt werden. 


$ 1.” 

Das Difterentialgleichungssystem (E.) kann, wenn die Determinante 
©.) S(s) die » einfachen Elementartheiler s-—a,, ..., s—a, besitzt, durch 
eine lineare Transformation der Variablen y,, ..., 4, (vergl. Math. Ann. 
Bd. 39, 8. 392, sowie Weierstrass' Werke Bd. Il S. 75) auf die Form 


An 


2 dy. — 4(») k .‚k 
1.) A,Yu nd ud Yır--Yu (e=1l,..,n) 


. de 
gebracht werden, worin für die Indices 4, 4, ..., %, positive ganze Zahlen 
mit Einschluss der Null zu setzen sind, unter Ausschluss der Werthsysteme 
k=h,=:-=k,=0 und k=0, k,+--+4,=1. Die reellen Theile der 
Grössen @, ..., a, seien positiv, diejenigen von @,;1, -.-, a, negativ oder 
Null. Zwischen den Grössen @,, ..., a,, welche wir zunächst als ver- 
schieden voraussetzen, soll keine Beziehung von der Form 
ad, = 0+0,4,+0,.4.-+ 
bestehen, in welcher 0, o,, e,, positive ganze Zahlen sind. 

Wir suchen das Differentialgleichungssystem (1.) durch ein System 
von Reihen 
Athen th) ulm 


 & Yu BZ zo, T u. 


zu befriedigen, worin 4, A, ..., A, ganze positive Zahlen einschliesslich 
Null, jedoch unter Ausschluss der Verbindung 4=4, =: =, = (), bedeuten. 
Wir setzen 


a 


1 
— 


4 


3, 7 2 > - 
ar 5° u; Ku. a D . .. B%) 


$1 stellt im wesentlichen bekannte Resultate mit den für das Folgende er- 
forderlichen Modifieationen dar. 
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und schreiben die Reihe (2.) 


En 


(4.) „=23 1) e2: ie (a1 


Ihr 


Wir benutzen mitunter die Bezeichnung 

Om = U) BI Eu 
Durch Einsetzen der Reihen (4.) in das Differentialgleichungssystem (1. 
und durch Vergleichung der Coeffieienten von x’z‘...3,“ ergiebt sich die 
Keeursionsformel 


2.) A+ha+ +40, —0,)CH., = ZA, a On; 
in einem Gliede der auf der rechten Seite stehenden Summe ist die Zahl 


der mit Ai, multiplieirten Grössen O7} , Ohr m... gleich kt +h,, 


Alechm 
die oberen Indices «, «@', ... sind irgend welche der Zahlen 1, ..... », und 
die unteren Indices genügen den Bedingungen 


ze Zur 
h FA, + ip 
h., an bunt or / 


Da die Indexverbindungen 4, k,, ..., A,, für welche k=0, k,+--+A,=] 
ist, ausgeschlossen sind, so ist 


(«.) Be, Ze... <A, Van <a 
Falls A+4,a,+---+2,a,—a, von Null verschieden ist, lässt sich vermittelst 


) 


der Recursionsformel (5.) C‘/) , durch Grössen 0) , (@ =1,...,n) aus- 


drücken, deren Indices 4, i,, ..., 4, die Bedingungen («.) erfüllen. Für 


,=1,4=4=:.-=0 wird die Gleichung (5. 


(—a,)Y.), = 0: 
es ist demnach 
Yy ):; 0) 
während 
Y), = 0 


unbestimmt bleibt. Für = 1, /, = ---=4,=( ergiebt sich 
ae) 


FE ok 
Sala la 


Für Ci, erhält man einen Ausdruck, welcher dureh C'...C, theilbar ist. 
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Dies gilt zunächst, wie wir oben gesehen haben, für den Fall, dass 
,+h,+ +4, =1 ist. Setzt man die Richtigkeit der Behauptung für die 
Indexsysteme 4, A, ..., 4, voraus, welche die Bedingung («.) erfüllen, so 
enthält das auf der rechten Seite der Recursionsformel (5.) auftretende 
Produet On an mt ur... den Factor 


7 
Ajsuchn 


ch...Cm.0H,.O,.. = 0b..0»; 
da hiernach jedes Glied der rechten Seite von (5.) den Factor CH...C” ent- 
hält, so gilt dies auch von Ci) ,,, w. z. b. w. 

Dass die se berechnete Reihe (4.) convergirt, wenn die absoluten 
Beträge von €, 2, ..., 2, hinreichend klein sind, ergiebt sich folgender- 
massen. Es lässt sich eine positive Zahl M so angeben, dass 

A+kl,a, +. +4,a,-—a,| >M 
ist füre=|1,..., » und für alle in Betracht kommenden Werthsysteme 
A, Ay 22, A, mit Ausnahme von 4=(, 4+--+4,=1. Es sei nämlich 
a, = 9. +4. /-1; er. 
die positiven Grössen 1, 2, ..., ?, Seien sämmtlich kleiner als ©, während 
Pasis =», Pu Null oder negativ sind. Für diejenigen Werthsysteme 
hy hr 2e0n Aus für welche A+4,9, + +4,p, > 2@ ist, ist 


xn 
\< 


were Wr 13 VE WETTE EEERTTE ap: Dr — 
+ Aha + +4,a,n—a,| = V(A+h,p + +4, Papa) + kagıt + ing gu) 
—h+hp + +h,Pan—Pı > 20 — 0 = 0, 


Der kleinste unter den Werthen in endlicher Anzahl, welche 


+ 1,4, + } + Im 4, HE a, 


annimmt, wenn 4+4,9, + +4,p.—p. Z ® ist, sei @, und zwar ist © von 
Null verschieden, da die Verbindungen, für welche =0, 4, + +4, =] 


— 


ist, ausgeschlossen sind. Eine Zahl M, welche sowohl kleiner als © wie 


u — 


auch kleiner als ® ist, erfüllt die angegebene Bedingung. 
Das System der Gleichungen 


6.) BP, 7) —-NMn,+MT,z, -ZAR) cm et, (er... n 
Kl kıtetk, =0; ktktetk, > 1) 
wo Al. | = Ai ,, gesetzt ist und 7}. ..., 7), beliebige positive Zahlen 


v 


bedeuten, während 7',.,=:-=I!\,=0 ist, wird, da die Funetionaldeter- 
minante 


79: 


me 


rn 


As 


Pi 
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I 


z,„=0; n='-"=n=0 den von Null verschiedenen 


m 


Werth (—M)” besitzt, durch ein System von Potenzreihen 


für e=0, 3, =--- 


\ Wa De Bi. q 
1.) N, au >| 4 Di 2.2, { 1 2 ) 


1 


befriedigt, welche für = 0, 23=:''-=z,=( verschwinden und eonvergent 
sind, wenn die absoluten Beträge von x, 2,, ..., 3, unterhalb gewisser 
Grenzen liegen. Zur Bestimmung der Coeffieienten 


I“ (4 1, u=« A 
hyuch u ! 


m 


dient die Keeursionsformel 
(8.) MT’; 


a 5 


af var 
ee TE 


n AA sch, ’ u 8» e#f ,, 


deren rechte Seite derjenigen der Formel (5.) entsprechend gebildet ist; 
unter © eine der Zahlen 1, ..., m verstehend, hat man für ,=1, 4=0, 


N 
M(n,).. = MT, 


M(n.): == 0, ( 
woraus sich ergiebt: 
N), Ts Ma), >; ) 
für k=m+l..... n hat man 
Hn,), = 9 
also 
(Na): — () 


Wenn /; @=1,...,m) positiv angenommen ist, ergiebt alsdann die Reenr- 
sionsformel (8.) für sämmtliche Grössen 7) ,, positive Werthe. 
Nimmt man 
paper.) . REES SED | SE 
an, so wird, wie die Vergleichung der Kecursionsformeln (5.) und (8.) lehrt, 


a) 4 (a 
Ce, | < I’, 


Ihyut 


/\ 


Wenn also die Reihe (7.) für |e|<-r, |z,|<r,, ..., |z,|<r, eonvergirt, 
so gilt dasselbe für die Reihe (4.). 

Be 

Da O2; 


'm 


A 


den Factor C...C”” enthält, so ergiebt sich, wenn man 
sämmtliche Constanten C,, .... C, mit Ausnahme von (, gleich Null setzt, 


für y, eine Potenzreihe von x und z, allein 


> a Ar a; 
Yu = EC) r ' Br ) 


kık; 
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als partieuläre Lösung des Differentialgleichungssystems (1.). Durch Null- 
setzen sämmtlicher Constanten C,, .... C, wird y, eine Potenzreihe von «. 

Während bisher diejenigen der Grössen @, ..., a,, deren reelle 
Theile positiv sind, von einander verschieden vorausgesetzt wurden, nehmen 
wir jetzt an, es seien s—q@,, ..., s—a, immer noch einfache Elementar- 
theiler der Determinante /(s), es sei aber 

e=8 (em, .... u) 
A m = BE nen N - 

die reellen Theile von @,..., a seien positiv, während a, einen negativen 
oder verschwindenden reellen Theil besitze, wenn der Index « keinen der 
angegebenen Werthe hat. Wir suchen jetzt das Differentialgleichungs- 
system (1.) durch ein System von Reihen von der Gestalt 


zu befriedigen, wo 4, 4. ..., 4, ganze positive Zahlen einschliesslich Null 
bedeuten, unter Ausschluss des Werthsystems A=4, =. -=4,=(0. Unter 
Einführung der Bezeichnung 

(3*.) #7. EEE Yun ze" 
geht die Reihe (2°) über in 
Für die Coefficienten erhält man die Recursionsformel 

(5°) A+la++1,a"—a,)CH,, = ZA: „Or "On TREE 


deren rechte Seite wie diejenige von (d.) gebildet ist. Be man hierin 
,,—= 1, die übrigen Indices 4, 4, ... gleich Null, so erhält man 
(a -a,)(Y.)., — 0: 


es wird also (y,),, = 0, wenn « keine der Zahlen «“ ist, dagegen hat man 


(y: = no Co (M=ar”, ..., 2): 


wo © ., eine willkürliche Constante bedeutet. Durch wiederholte Benutzung 
der Recursionsformel (5*.) ergiebt sich C//),, als ganze rationale Funetion 
der r+..-+r"" willkürlichen Constanten C,, ..., C .., und zwar ist 2, 

den C,. homogen von der Dimension 4,, in den C,, homogen von der 
Dimension 4, u. s. w. Denn für +4,+--+4,=1 ist die Behauptung richtig: 
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! 


oilt sie für alle Werthsysteme 4, A. .... A, welche den Bedingungen («.' 


m 


genügen, sind also CH), ‚,„ C%, .n,... in den C „, homogen von den Di- 
AA / / ON 


Ayeut m‘ 


I, , CH an... und demnach jedes Glied der 


! 
Alech,y / hjsohm 


ZZ 777 


mensionen 4, A,, ..., so ist 0% 


rechten Seite der Formel (5*.) in den © „, homogen von der Dimension 
th + =, dasselbe gilt also auch für Ci), . Die Convergenz der 
Reihe (4'.) wird wie diejenige der Reihe (4.) unter Benutzung eines Glei- 
chungssystems von der Form (8:) bewiesen, worin I, (e=«', ..., e")) eine 
positive Zahl ist, während 7’, für andere Indices « verschwindet, und wo 
z, durch 2, ..., 2,., durch z, zu ersetzen ist. 

Wir können das bisher Bewiesene in den Satz zusammenfassen: 

Die aus dem Differentialgleichungssystem 

De Sa,y;+ ZA, Yı--- Yu 


dx P 


(k =], kı = +». K, =(): Kuh, ss. cl 


gebildete Determinante 


d(s' —- 'a, 5 0 w 
habe lauter einfache Elementartheiler s—a,. .... s—a,. Die Grössen 
Ad, = a CH e. a 0,.): 8 Ü (m) = a") o\ ze ar 4 Bio a), 


mögen positive, die übrigen Grössen a, negative oder verschwindende reelle 


(m) 


Theile besitzen. Zwischen den Grössen a, .... a" sollen Beziehungen von 


der Form a,= o+0 a" ’+0"a"”’+--- mit ganzen positiven Üoefficienten o, ©, 
u, nicht bestehen. Dann wird dem Differentialgleichungssystem durch 


ein System von Reihen von der Gestalt 


in .7 en ira tel, aM) 
y.= ZW, x i 
genügt, welche von r +---+r" willkürlichen Constanten abhängen und für hin- 


reichend kleine Werthe von |x| convergiren. 

Behufs späterer Verwendung schliessen wir hier noch den Beweis 
des folgenden Hülfssatzes an: 

„Die Reihe 


(4'.) y.= IC, dslı..z, | ! 


hhyuh,, 


ist auch dann für hinreichend kleine absolute Beträge von x, z.. 


A 


convergent, wenn man 


a) f ni 2 M - E. 
C; > erg / Bi 


WO Ay, ..., A„ und r beliebige positive Zahlen darstellen, willkürlich wählt 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 
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und die Reeursionsformel (5.) nur für +4,0,+-+4,a,>r benutzt, um 


Ce. 4 (Atkate+/ hmm >t) 


hm 


durch die willkürlich angenommenen Grössen ausdrücken.“ 
Wenn man die rechte Seite der Recursionsformel (5.) mit 


GG; „(ar ) 


A ns u 


bezeichnet, genügt die so bestimmte Reihe dem Differentialgleichungssystem 





dy. k, 
a YtrZAr eye. yn" 
dx 
“ .) k N Wı C (a 3 ım"" g im 
+2] +4,04: +4n0.— a0... a). „(C ! a) WR 3 5) 


r + Mt + mn 4. t) 
worin unter O9, (A+Aa+ +4,05 < r) die für diese Grössen willkürlich 


angenommenen W erthe zu setzen sind. Denn für +4,01, +--+4,.0. >t 


bleibt die Reeursionsformel (5.) unverändert; für A+4,01,+-+4,.0. ZI 
lautet sie: 


tat than — a) Ya) an am ram Ya) a) 


"1" m 1 


= (k+ka + +4,a,—a,) CH, el) 


Armed OA ai, 
hieraus ergiebt sich 

(yarar..zs'" = Of), 
nachdem sich aus den vorangehenden Kkecursionsformeln für alle den Be- 


dingungen («.) genügenden or NE 


m 


ei 


Fa a oz 
Ya) 31 . „zi em — (@) 


m ” air. Pie 
ergeben hat, vorausgesetzt, dass die unbestimmt bleibende Grösse (y,)., 
G@=1,...,m) gleich C$}) ,, angenommen wurde. Die positiven Grössen Pi), 
+40, +--+4,a, Zr) seien nun so gewählt, dass 


IC; we x Di € Hatte t Alm t) 
km 


ist, und das Gleichungssystem (6.) werde ersetzt durch 


a N j k ! Ya ( u A, 

6) An. = ZA rn, OH lea 
An 

(+4, 4 er + Am Sn I 


worin gesetzt ist: 
( ’ ‚(a ) — (9 ) I“ ) h 
zZ Ar & „Li - . du FIR € L ff: 00 .)» 


2. 2 2 An. «A, 
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Dasselbe wird durch ein System von Potenzreihen 


[7 


” a y 
E.) N. = ZT, v0 ...2 1..." 


[7 Ahzud m 
befriedigt, welche für hinreichend kleine Werthe von |®|, |z,|, ..., |3,„| con- 
vergiren. Für A+4,4,+--+4,a, > r bleibt die Reeursionsformel (8.) be- 


m 
wi 


stehen; für A+4,0,+-- —<r ist dieselbe zu ersetzen durch 


nn 


[A| 


7 iR nz An (a) on 43 2 A 
| M(n,)&21'...2, Mar, u dan" En 


8) ee 
7 IE u a! 

| _— M / 12) 7 — (5%) 7 (Cr I oe ja 

| u »  Aju 


woraus sich 
(Near... = IT, (that tim Zt) 
ergiebt. Die Formel (8.) liefert alsdann für 


f . " N 4 A, u. a) : R . 
Cala UTN Te u ++ an Dr) 
" [770 


Ibn 


bestimmte positive Werthe, und die Vergleichung der Recursionsformeln (5.) 
und (8.) ergiebt 





Somit folgt aus der Convergenz der Reihe (7) diejenige der Reihe (4.) 
für hinreichend kleine ||. |z,|. ...., |z,|. 

Der Satz bleibt bestehen, wenn die Grössen a, nicht sämmtlich ver- 
schieden sind, in welchem Falle nur die Reeursionsformel (5.) durch (5°.) 
zu ersetzen ist. 


$ 2. 


In dem Differentialgleichungssystem 


/1\ dy, Tu ı — Ale) 1 k, 
4.) ae ee a,y.+ ZA ah U Yı Yo Me Bean 1 


(k =], k, =: Ku = ()» kıkte+h, - 1) 


seien die reellen Theile von a, .... a, positiv, diejenigen von Ay. » ++. @, 
negativ oder Null. Zwischen den Grössen a, .... a, welche zunächst 
als verschieden vorausgesetzt werden, dürfen jetzt beliebige Beziehungen 
von der Form 


a, > O70,Adı TOH Ar 


N 


bestehen, wo @, O7, Our ... ganze positive Zahlen sind. Eine lineare Ver- 
30” 
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bindung von @, .... 4, 


h +4 hi a, + TE + Ian As 


worin die Coeffieienten 4, A, ..., 4, ganze positive Zahlen mit Einschluss 
der Null sind, wollen wir (auch wenn lediglich 4 von Null verschieden ist) 
kurz eine Verbindung von a, ..., a, nennen. Diejenigen unter den Grössen 
A 2.0, 4,, Welche nieht mit Verbindungen anderer dieser Grössen über- 
einstimmen, wollen wir mit a,,..... a, bezeichnen. Wenn zwischen a,,..., «, 
iiberhaupt keine Beziehungen der bezeichneten Art bestehen, ist /= m; da- 
gegen ist /=0, wenn @,. ..., a, sämmtlich ganze positive Zahlen sind. 
Wenn die übrigen Grössen @,,,. .. ., a4, so angeordnet sind, dass die reellen 
Theile R(a,..). -.., N(a,) eine nicht abnehmende Reihe bilden, kommen 
nur Beziehungen von der Form 


PIE | \ | 
4 = (rat rt. d 


Ya i—1 


in Betracht, wo 0, Our 2. Pu ganze positive Zahlen, die Null ein- 


geschlossen, bedeuten. 
Wir legen jeder der Grössen a, @=1,...,m) einen Rang v, bei, wo 
v, eine noch zu definirende ganze positive Zahl (einschliesslich Null) ist. 


Wir sagen dann, die Verbindung A+4,a,-+:'-+4,a, habe den Rang 
Ay, + +4,v,. Für die Grössen a, ..., a, setzen wir den Rang 
y,_=--=»v,=(, Sämmtliche Verbindungen 


91 + Orr 4° 0141,05 
welche den Werth a,,, besitzen, haben den hang 0; als Rang von a,,, 
führen wir die Zahl v,,,=1 ein. Nachdem die Zahlen v,, ..., v,_, er- 


I— 


y 


mittelt sind, erhält man den Rang v, von a, folgendermassen. Es seien 


sämmtliche Verbindungen von a, ..., @_, 


NZ > 5 0; d, ER Ö,;,; ıd,_ı 


gebildet, welche den Werth a, haben, und von jeder der Rang 0,9, +" +0,_M;_ı 
bestimmt. Wir nehmen v, um 1 grösser an als die grösste der Zahlen 
0,9, +°+0;,_1Y;_,. Mit 

U+U,dy + U; 1; 
bezeichnen wir irgend eine Verbindung von a, ..., a,_,, welche den Werth 
a, hat, und deren Rang den grösstmöglichen Werth v,—1 besitzt; es be- 
stehen dann die Gleichungen 


2. a = uud + u, —4,_ı: 


s 


+) 


.e), YV nn l-+u,, v, "tu, Y, 


1 . 
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Die Verbindung 
+), +. +4,a 


m» 


deren Werth mit a bezeichnet sei, hat den Rang 


vw m Ay, tk, v. 
Ist » >0, so ist für einen gewissen Index k 4,0, v,>0. Setzt man 
Kr Alu ed ah aa Rasa Au cchiiten 
Du ui, .5. Kai, 


so erhält man mit Rücksicht auf (2.) und (3.) die Gleichungen 
»+kl,a+--+4,a, = a, 


uy,t-- tiv, = v—. 


Es ist demnach auch eine Verbindung vom Rang v—1 
»+ha+:-+4,a, 

vorhanden, welche den Werth a besitzt. Der grösste Rang, welchen eine 
Verbindung A-+4,a,+--+4,a, von vorgeschriebenem Werthe a besitzen 
kann, sei mit v bezeichnet. Wenn %k eine der Zahlen 0, 1,..., » bedeutet, 
so ist nach dem soeben Bewiesenen mindestens eine Verbindung 

OD a4 +D a, 
vom Werth a und vom Rang v—%k vorhanden. Im Falle a=a, istv=r, 
und wir haben sicher je eine Verbindung vom Rang v,, v,—l, ..., 1, 0 


mit dem Werth a,, nämlich 


a, 
I 
74, utu,d ++ u,,_,0; 
r,) (v,) v;) 
u, +u, sche I uU 1d;_: 





Als Verbindung vom Rang »,—1 sei die bereits oben eingeführte 
w+u,a-+-+u,_,a_, gewählt, so das = u, WU... Um lio 
ist. Die übrigen Verbindungen der Tabelle seien so ausgewählt, dass 
zwischen je zwei auf einander folgenden 


(&—1) ı „(k—1) (k—1) 
u, ru; 6,7 TRii-ı Be 
N } ' : k) 
um +u’a +-+ulil,a, 


bei geeigneter Wahl von Ah die Beziehung besteht: 


u (k—1) ı (A an (k—1) ı (k) aus (k—1) ı 
| u; in: u; =. d,, u; = u; 7 u 19 Bi U Uni = Ru 


(5.) 


05 u - » ) _ N 
| u, = U; —1, Unyı = Urn 0. Min > Piiı 
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In der Verbindung vom Rang 0 ist us” = 0, wenn v, > 0 ist; in derselben 
kommen also @,,,. ..., a, nieht vor, und wir können ihr die Form geben: 

+1 p) 

+9,44 '"+9,q,. | 
Ausser der Verbindung 
tina + tu ia 

vom Werth a, und vom Rang »,—%k sind im allgemeinen noch andere Ver- 
bindungen 


(k) (k) (X) 
®; +0; at +0,10; —] 


von gleichem Werth und Rang vorhanden*). 
Wir suchen das Differentialgleichungssystem (1.) durch ein System 
von heihen von der Gestalt 


gs u (a : It )a ++) 0 
6.) Yy= Sch, ""(—logr 


Ay te +),,V 
Br. 7 m 
) Be 


zu befriedigen, worin 4, A, ..., 4, ganze positive Zahlen einschliesslich 
Null (unter Ausschluss des Werthsystems = 0,4, =0,..., 4,= 0) bedeuten. 
Unter Einführung der Bezeichnung 

(7.) t; 22 x (— loer) (in 1.44, mM) 
geht die Reihe (6.) in eine gewöhnliche Potenzreihe von &, t,, ..., #, über: 

(8.) Y. — zn, A... (a=], ...,%) 
welche für 2=0, t,=(0, ..., f„=(0 verschwindet. Den Exponenten von x 
in einem Glied der Reihe (6.). 

a = ,» +4,44" +4,4,. 


wollen wir das Gewicht und den Exponenten von —logr, 


v= h, v, + + Am V b) 

BF. [7 hahı An m 4 - 7) » 
den Rang des Gliedes 0%), «’t,...t," oder des Coeffieienten Ci ,, oder 
auch des Indexsystems (2, 4. .... ),,) nennen. Bisweilen gebrauchen wir 
auch die Bezeichnung: 

(e) a = 
Ca, . Na) zäh m Kg (Ya)uac ig?‘ 


Es seien sämmtliche Indexsysteme vom Gewicht a, und vom Rang v,—k 
(k=0,1,...,v,) ermittelt: 


*) Man vergleiche die in $3 gegebenen Beispiele. 
- 5 a” 
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(1%) (k) (A) \ 
a 3 EZ a TE | ) £ 
(nk) (k) (k) 
7 Pr O0; “ iin 0:;- |» ), u. He V), 
dann ist 
(k) ,(k) (k) (k) (A) (k) 
u Mi 1277 Ö: 0; 0; ' \v; 
Be ae ee = '(—logr) 


wir dürfen deswegen voraussetzen, dass in der Reihe (4.) für y,*) ein Glied 
. u (M . 1° . ok) „(K) 

mit = ' #4," vorkommt, während die Glieder mit ©’ #" .... ... fehlen, 

dass also 


f \ ni 
N) 8.0 = MM: 
zri tyil 
ist. Wenn wir 


(a \ _—— & 
9) WR k 


tal 


setzen, so enthält die Reihe für y,; die folgenden Glieder vom Gewicht a«;: 


i 


) 


: “ir \? 
B_ ec’ x (—log LT) 


ki) 


i 


Die Funetion #, genügt der Differentialgleichung 
—] 


. _— man ‘a ® \i 
a = at—v,e'(-loge)' , 


welche mit Rücksicht auf die Gleichungen (2.) und (3.) die Form annimmt: 





\ di u; ‚UA u 1 
(9 \ . ı _ _ Fr rl I. i 
J. A ee BEE can G=1,..., m) 
\ / dr i l 1 N i 
Demnach wird 
dı a a yr " gr N 0a 
2. = Eii+la+--+4,a)0H ; 
dx (4) AN u u 
(@.) 
EEE ee ie 
155 P) V, (A, +1) CE ı Une dn_ -U) n— 1%} + 1,4; Rn \ l b; ® 6 5 *® 
h 1 . 
Die Grösse ©, 4 —,,...,+,.. Nat dasselbe Gewicht wie C/}),,, aber einen 
um 1 höheren Rang, denn wegen (2.) ist 
G—u)+ 4 )a +++) + = A+Aa + +4,a, 
und wegen (3.) 
(Ku) ++, u.) th, +d)r tr = Art tiurntl. 


Demnach gehen aus Gliedern der Reihe (8.) vom Gewicht a auch nur 


*) Bei der Reihe für y, (@ = ti) soll diese Annahme nicht gemacht werden. 
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Glieder der Reihe («.) von gleichem Gewicht hervor; die Glieder vom Ge- 


i , ‚ ” dı = is u: 
wicht a, in der Reihe für & 5 erhält man demnach durch Differentiation 
der Glieder vom Gewicht a, in der Reihe für y;: 


L 
‘ 


(RN a. li) il . PR: nn 

+) [BE 6e z'‘(-logz)" + 

ar dy; Re. OL, Ä (9 1..%7 | 

e.) 2 = Sla;c -k+l)e?,le'(-loge)r ' +-- 
. k- — 7 


Die rechte Seite der Differentialgleichung (1.) geht durch Einsetzung der 
Reihen (8.) über 


a 


j y' (a) , ylı Am M > (a) 7 ) / 2 m 

\9e) Me CH. 7, E t, uch T (7) (r Th am )E ir. en . 
wobei 

(10. v(@) . PER ( B TH Ca’) . 

\ 1 / Gi, > ZS Ak .,C a Ü jr more 


!. Le km 


gesetzt ist; in einem Gliede der Summe (10.) ist die Anzahl der Factoren 
f 


CH 5 Offn gun sr. gleich 4,+--+4,, und die Indices erfüllen die Be- 


A, Ai iM, 41. m 


dingungen 


/. 4 +... — .—k, 
u = . 
bi TAT = Ay 
2 R ar! ” ; 
+ Aut ii vn Amy 


#,,).,,, Ist demnach eine ganze Function soleher Grössen 0\) „, für welche 


Le+tm” 


Be du, u a A 


Fe . ” L 
— I —— — I 
\ (* 1 m m) 


4 wi = AR bi a th tt), 


ist. Wir werden bisweilen sagen, das Indexsystem % Ay oo., A.) Bei von 


geringerem (Gewicht als das Indexsystem (Z, 4. .... 4,), wenn 


dem 
" ! a Ne re D 
RA+ 1a, + +4,a,) ZNRG+ha + +4,4,) 


ist. Dann ist 6%, eine ganze Funetion solcher Grössen CP ‚,, deren 
m x "Jet" 
(Gewicht geringer ist als dasjenige von C/}),,- Auch in der Reihe (/.) für 
\ ' ei o(k) u® „R) 

a=i ersetzen wir z' bt"... ... durch z'‘ &"... und erhalten als 
Glieder mit 

u | „&) u ar 

ze’ u"... =®8 '(—logr) ' 


nf 











Horn, über die Reihenentwickelung der Integrale von Differentialgleichungen. 281 


die folgenden: 


ar dy, A N „ir ik | 
» ® — % » 5 ( ) —— | 0 Pe 
[? . q Zu a a,C;, ] I | )K 0 Mr l “ 
( / dx EN , >“, 
wo 
(10', = 0% +69 
7 ai r, Fu) „CK TE (k),(k) 


eine ganze Function solcher Grössen 0%) „ darstellt, deren Gewicht kleiner 


Jon 


ist als a. Durch Gleichsetzung der Coeffieienten von =’#'...t," in den 


/ 


Reihen («.) und (?.) ergiebt sich die Recursionsformel 


) 
Uyst Unfyen‘ 


(A+4,0 +, +4,0,n—0,)0H..; = Zv,(4,+1)C; 
11. Ä 
-@r , (CE 


A Aıs 





ist jedoch das Indexsystem (#, 4, ..., 4,) vom Gewicht a, und vom hang 
v,—k (k=V0,1....,v;), so ist die Formel (11.) für «=i zu ersetzen durch 


ı 


die Formel 


1. 0 = (-k+1)e®,-+6P, Ä 


welche man durch Gleichsetzung der Coefficienten von x‘ (-logr)' in 
den Reihen («'.) und (/?.) erhält. 

Wenn A+4,a,+---+4,a,—a, von Null verschieden ist, drückt die 
Reeursionsformel (11.) die Grösse Ci} ,, vom Gewicht a und vom Rang ı 
aus durch Grössen C/®, 2 —u,,...,4... von gleichem Gewicht a und vom hang 


v-+1l, sowie durch Grössen 0%) ‚, deren Indexsystem (A, A, ..., 4„) die 


i 
Bi ac 


Bedingungen (y.) erfüllt, deren Gewicht <a und deren Rang = r ist. 


Ist » der höchste mit dem Gewicht a vereinbare Rang und sind die Grössen 
C’? , von geringerem Gewicht bereits bestimmt, so lassen sich vermittelst 


Iemhm 


der Formel (11.) der Reihe nach die Grössen Ci}, ,, vom Gewicht a und 


vom Rang v, v—1l, ..., 1, O0 berechnen. Aus der Formel (11), welche 


für k=0(, 1, .„.., v, iantet: 
0 = 0, 
0 = ve! LA", 
0 RE (vr, De’ +G%, 
0 = ce! , +", 


' L 


Journal für Mathematik Bd. CXVl, Heft 4. 
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erhält man, nachdem die Coeffiecienten von geringerem Gewicht als a, be- 
rechnet sind, die Grössen 


oe er. (Yı)ı, je Yoga? 


I UERT , mn 
ce nn (Hi) ulad rei, (9,) 
. 1 ... 


dA; v;-19 
x (-1ogr) ' 


on 
| 


f \ En vs = ) 
zu DAN 2: Ye Hi) einge) 
während 
pet \ = 
u. (9) o,on, ‚ou > Ya; 
1 


unbestimmt bleibt. So ergeben sich sämmtliche Grössen Cj}),, als ganze 
rationale Funetionen der m willkürliehen Constanten 


C; . (Yi)ar (el. m) 


Um die Convergenz des so berechneten Reihensystems (8.) nach- 
zuweisen, vergleichen wir das Differentialgleichungssystem (1.) mit einem 
anderen, welches folgendermassen gebildet wird. 

Wir verstehen unter a,, ...., a, positive Grössen, welche nicht grösser 
sind als die reellen Theile von a, ..., @;: 


01, = N (a,), Gel..D 


und definiren Q,;1, »-., a„ durch die Gleichungen 
0, = w+u, 4 +u,d-; (= 1I+1,..., m) 


so dass auch q,,,, -.., a, positive Zahlen sind, welche die Bedingung 
erfüllen: 


(,; < Na,). (G=1H+H,..., m) 
Zwischen a, ..., a„ bestehen dann jedenfalls die Beziehungen 
ll; . u®+udrp, ++ ul) v1; (k=0,1,...,r,) 


doch brauchen nicht alle Beziehungen, welche zwischen a,, ..., a, statt- 
finden, auch für a,, ..., a„ zu gelten. Durch geeignete Wahl der inner- 
halb gewisser Grenzen willkürlich anzunehmenden Grössen q,, ..., a, lässt 
es sich erreichen, dass zwischen qa,, ..., a„ keine Relation besteht, die 
nicht auch zwischen a,, ..., a, stattfindet, so dass »v,, ..., v„ auch die 
Rangzahlen von a, ..., a, sind. Mit a„....., a, bezeichnen wir die reellen 
Theile von a„,ı, ---, a, und setzen v,,1='"=r,=(. 
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Wir bilden nun das Differentialgleichungssystem 


h d u R ) 17, karl k, 
(12.) T nn 2. d, m. V. €) U. nz = Air... U yı ... ı n » lu, N) 


worin 


4) ie (a) \ 
Akku, — | Zakk.k, 


ist und & eine positive Zahl bedeutet, welche jedenfalls so klein anzunehmen 
ist, dass ,u— v8, ..., Q„—v,„e positiv sind. Wenn zwischen a,. .... a, die 
Relation 


q, Zn; 9,791 +++0,—4 


% i L 


besteht, so kann zwischen ,—rv,&, .... a,—v,e die Relation 


VE ug 09,40, —vıE)+ +0 4, Tu RT 


u N 


nicht bestehen, denn es müsste dann 


V 


.— A RES 
V; 0,V, j | 0, i—1 


sein. während auf Grund der Definition von v 


Ort + to, ru ern 1 
ist. Durch geeignete Wahl von & lässt es sich verhindern, dass zwischen 
U-rE, 2... Q,„—r„e eine Beziehung 
vv = 040, —NE)+-+6,_,(, 1 —r;_ıE 


stattfindet, während dieselbe Beziehung zwischen a.. .... a, 


ll; = 0 25 O q;  Söh G, 1 q, —] 
nicht besteht. 
Unter den gemachten Voraussetzungen wird das System (12.), 


wenn man 


(13) RR =. em 
setzt, nach S 1 durch ein System von Potenzreihen von X, 1 ».+. 3, 
(14.) y = EU E 3 e 3m (a= 


befriedigt, welche für hinreichend kleine Werthe von |z), |}. -»., |3„) eon- 
vergiren. Durch Einsetzung des Reihensystems (14.) in das Differential- 
gleichungssystem (12.) und Vergleichung der Coeffieienten von x’ 3%...3,” er- 
giebt sich die Recursionsfnrmel 


m 


" - N “ # \ \ y 
(++ KUN) + +4, (ar (tr ))B 
N 


(15.) | 


EL rl ı) Yxla’) yıta’’) 
-—— A 27 1 EN a . “PN I 
— AK, Bu fi Ayeuha - A A 1 oo zu 


DYyE) Er 
316) 
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deren rechte Seite, welehe mit 


EBEN u) 


Am AK je+A,,, 


bezeichnet werden möge, eine ganze Function derjenigen Grössen DW), 


Y hm 


darstellt, deren Indices die Bedingung (y.) erfüllen. Die m Grössen 
fa} a 
W:);; u Da} fm]. „„.. ee) 


bleiben unbestimmt, und sämmtliche Grössen Di) ,, ergeben sich als ganze 
rationale Functionen von B,, ..., DB. An Stelle von 3, i=1,..., m) 


m 


setzen wir jetzt die Funetionen 


16. t, Mr =? “ 2 ) R (=1, ..., mM) 


so dass zwischen 3, ..., 3. und t,. ..., t„ die Beziehungen bestehen: 


y dr \ 2 I uk) @) u) 
> N u i u) z an i ‘ı ud 9 
RE Es, \ |; — € [; MM - \2 i)r € z t, ... i—1 “ 
v; (k) (k) (k) 
N » MR 3 / WW EEE BEA.’ ‚Ps 
I) € L,; = Tr Fuer 1) H;)C J1 + Vi 
Es ist nämlich 
} Vr;E ’ 
ed = 2’ "fI-E), 
(k) ,(&) u) (k) (k) (k) 
€ & pi i? l 5 Hi = & ı u‘ Bi; 1 a vıe)r Ma! ih 
1 i—1 I © 
geht tu 1 
u € 
v—k 2 1,—(v,—k)e 1— x: I (vr; —h)e, er 
ne 6 en = T (1—x } 
\ = \ / 
mit Rücksicht auf 
vw MLua, ++ u 1: 
und 
, 1 (k) "Be FRRPRPEENEENR NER (A) ’ 
v—k = ur r Wi-ıV;-ı: 


Demnach wird die rechte Seite der Gleichung (17.) 


5 jk)e k er; ik 
E(v,),e" NIIT a ET" Erharll-e) 


|  \ i/k 


ki) 
= 2 (a+1-a)' n_ ri A " 
Die rechte Seite der Gleichung (18.) ist 
vv: v 
yore # 1\ / ) 1,—lv ;—k)e a—r;E Az 
x 4 27 Iran’ - =®3 Ye) 
+ k=( 


. A—Y:E, en v = Y; 
— T 1-r‘) — € us 
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Die Grössen 3, ..., 3, lassen sich also als ganze Funetionen von z, t.. .... t, 
darstellen, und wenn man die Ausdrücke (17.) in die Reihe (14.) einsetzt, 
geht diese in eine Potenzreihe von x, t,, ..., t,„ über: 


I 


19.) u = Sn. re, 


welche für hinreichend kleine Werthe von |z|, it. .... |t,; eonvereirt. Die 
Funetion t, 


q 


genügt der Differentialgleichung 


dt; r r —twne/ 1—ır 
x 2 = (VE); — VE . ) 
welche mit Rücksicht auf 
(, = uU, FUu,lyt + u;,_,l 
v—l = u,v, 4 +u,, ,Vv 


auch geschrieben werden kann: 


It; 
(20. In 
NT ART dx 


vr, r,e't'...t 

Durch Einsetzung der Reihen (19.) in das System (12.) unter Beobachtung 
von (20.) und durch Vergleichung der Coefficienten von »’t‘'...t," ergiebt 
sich die Recursionsformel 

+ rd) ++4,(0,u— rd) (a, re), | 

(21.) 


Br ni if \fSte) 
= Ev, +1), , 


1 
i 





aus welcher man 657’ ,, als ganze rationale Funetion von 
u), ==, 
erhält. 
Zur Abkürzung des Ausdrucks wollen wir vorübergehend die Zahl 
a = IA+,h+ +4, 


als das Gewicht und die Zahl 


v = Av, t-+4,v 


i m 


als den Rang sowohl des Gliedes Bj) , =’ 31...3.” der Reihe (14.) als auch 


des Gliedes FRE 2 RR Are der Reihe (19.) bezeichnen. Da 


on (X) (X) (k) 
= M" TAa art 


\ 


u d;_; 


‘ i 


ist, so sind in der Gleichung (17.) alle Glieder von gleichem Gewicht a,, 
und es gehen aus einem Glied der Reihe (14.) vom Gewicht a vermittelst 
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der Substitution (17.) nur Glieder der Reihe (19.) von gleichem Gewicht a 
hervor. Mit Rücksicht auf (17.) besteht demnach die Gleichung 
(22.) ZB) Er = EC, tt 
auch dann, wenn beide Summen nur auf diejenigen Indexsysteme (2, 2, ..., 4,) 
erstreckt werden, für welche 
++ +4,a, = a 
ist, oder auch auf die Man welche der Bedingung 


++ + +4,a. Za 


— 





genügen. Durch Einsetzung des Ausdrucks (18.) für t, @=1,.... m) und 

/, Im 2 \ = 9% 
durch Vergleichung der Coefficienten von z’31'...3„" in der Gleichung (22.) 
erhält man eine Gleichung von der Form 


‘ & a 4; 7” ' < 
(23.) Bi. CT, ELCH, 1), 


em Mr 1+ ) r 1. wi 


wo % eine lineare homogene Function von Grössen 6), ‚, darstellt, deren 
‚i“ 


‚m 


Gewicht gleich a und deren Rang grösser als v» ist. Insbesondere besteht 
zwischen (Y,), = 6; und (y,), = dB; der Zusammenhang 
6; — EB. 
Nach dem am Schluss von $ 1 bewiesenen Hülfssatz ist die Reihe 
(14.) auch dann noch convergent, wenn man 


Bin, (+ tut: +A,a, = r), 
wo r eine beliebige 5 Zahl bedeutet, beliebig annimmt und 
Ba) H P; „(a +40,-+ | Met, in pr v) 


vermittelst der UEERDDEIRER (15.) berechnet. Das so abgeänderte Reihen- 
system genügt aber dem Differentialgleichungssystem 


T > = (Q,—r,E)), +24 AR aeg, 
(12',) + [+ an d)+ ar, )BR.,, 
-6., Bar Jen ae, 
(+14 Zr) ” 





Wir setzen für 
Si. h., ‚Q@+i, + +4.dn = t) 


beliebige positive Werthe und. denken uns in (12'.) für BP? ,, +44" <S 
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diejenigen Werthe eingesetzt, welche sich aus den Gleichungen (23.) er- 
geben. Die Grössen (y,),=®;, welche die Differentialgleichungen (12'.) 


unbestimmt lassen, werden gleich 


gesetzt. Durch die Substitution (17.) geht das Differentialgleichungssystem 
(12'.) über in 


dy, n . ar 
en, Tun tZS Ar, Edited. 


+ [++ — (la, vr, ))CH 


(12”.) eh 57,4,+1)6@ 





= a a a 
Ott Zr) 
dieses wird durch ein Reihensystem (19.) befriedigt, worin 
Ne) aa, = (Hirt Sr) 


*) Die Differentialgleichung (12.) sei, nachdem alle Glieder auf die linke Seite ge- 
bracht sind, mit 
Dil - 
bezeichnet. Setzt man für Y,, ..., ). erst die Reihen (14.), dann die Reihen (19.) ein. 
so erhält man 


Dr.) = DE... 
le 
die Gleichungen 
Gr == U), ea == 0 


stellen die Recursionsformeln (15.) und (21.) dar, nachdem alle Glieder auf die linke 
Seite gebracht sind. Zufolge der Substitution (17.) gilt die Gleichung 


g (a) e j AA „Am u y >(@) Ay m 
SE...,? Dı *°°°' Os Be N rd, t, ...s 


auch dann, wenn beide Summen nur auf diejenigen Werthsysteme 4, /,, » - », /m erstreckt 
werden, für welche A+4,a, + +A„d„ Zr ist. Die Differentialgleichung (12'.) 


\ (a) At Am FRE. f n ' - 
Dad: VI -FENA TH  =0 3 (Orten St) 
geht demnach durch die Substitution (17.) wirklich in die Differentialgleichung (12”.) 
, (a) Al A. ' - 
DD. : .... Y)—LNr,..,T 5. = U (} ray ten t) 


über. 
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die vorgeschriebenen positiven Werthe sind, während die Grössen 


(Yu) ke O+ka+-- Zr) 
et t 


m 
1 m 


durch die Reeursionsformel (21.) für +4,0,+--- > r bestimmt werden. Da 
die so abgeänderte Reihe (19.) aus der für hinreichend kleine Werthe von 
ws Idıls »-05 [Zm| eonvergenten abgeänderten Reihe (14.) durch die Sub- 
stitution (17) hervorgeht, so ist sie für hinreichend kleine Werthe von 
el, It! 2... |t„| eonvergent. Wenn wir r so gross annehmen, dass für 


,-+-4,0,+:-+4,a,>r die sämmtlichen Zahlen 
. +4 (1 re) +4,(lau—r m €) A v„€) 


positiv sind, und wenn wir die willkürlich zu wählenden Grössen N... 


(4-+4,0,+-- = r) positiv nehmen, so liefert die Reeursionsformel (21.) für 

\ = +) .) 
4,,+:- > r auch für as Grössen GiP.., A+ha+- > nr) 

positive Werthe. 

fi 


Um aus der Convergenz der so bestimmten Reihe zcH „Aut. | 


auf diejenigen der Reihe FC), «’t'...t," zu schliessen, vergleichen wir 
den Coeffieienten von Ci}, ,, in der Reeursionsformel (11.), 


/. u; m ih; da, + re 7 Im Ü, ee Ü, b) 
mit 


wien Me a ei 
/ +4, ga; v; €) (A,— VE) A, V €), 


dem Üoefficienten von E in der Recursionsformel (21.). Wir weisen 
nach, dass zwei positive Grössen r und g in der Art vorhanden sind, dass 
für alle Werthsysteme (2, A, .... 4„) für welche +4,01, +--+4,a, >r ist, 


se 
) + ),q, 2 dä + And (4, r” e 


ist. Zur Abkürzung benutzen wir die Bezeichnung: 


ytea) A+ 1,(a, ws v, €) iv nie —(d, —)», €) : 


> FEDER DR »+Aa + ''—a, 
Setzt man 
a, ers 2,7%, ‚—1. ER Re 
so Ist 
I<umzamp ER 


), (k= m+1, ..., %) 


IN | 


4. =pS 





me 
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Für k>m ist v„=0 und 
+ (lm—NE)+ +4, (au--vn) 0; 
A+ Pit + An Ppm— Pr 
Vathp tt) + Cat Hmm ge) 
= [A +04 +40,—a;|, 


| | /\ IIN\ 


also 
| B.., < 1. (kmh), „oo. R) 


Ist «= m, aber 4,>0, so ist der Zähler von 03) ., 


+, —rE) ++, 1), —rve)+ +4, (an VE) 





< A+hp ++ —Dp+ +4.Ppn. 
< ++ +(4,—)a++4,a,|, 
also auch 
O4, an 1. GL .... h, > (0) 





Es sei schliesslich 4,=0. Die Zahl r nehmen wir so an, dass für 
ni et: 
+ re) + +4, (are) >, 
mithin auch wegen a,<p, 
+ —rNE)+ +4, re) (—r;E) > 0 

und wegen 1, pP :-, up. 

ı+4,Ppıt + 4nPpm—p; > 0 
ist. Dann lässt sich eine positive Grösse f so angeben, dass für 

A+1,0, +: +4,01. > Lt: 

A+A,a+-+4,a„—a| >f 

ist. Wir können schreiben: 








ee 0 Bahnen. 
Akyucdhm A+Aa ++ Amtdm— a; A+Aa, +++ Anm —a; ? 

der absolute Betrag des zweiten Bruches ist für A+4,1,+-->r kleiner 
Pi—at me 








als - ; der Zähler des ersten Bruches ist nieht grösser als 


f 
A+A,pıt "tn Pm—Pi> 
d.h. nicht grösser als der reelle Theil und demnach auch nieht grösser 


als der absolute Betrag des Nenners, so dass der absolute Betrag des ersten 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 3 
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Bruches höchstens gleich 1 sein kann. Wenn man also 


+ VE 
f 





> 1+ en 
annimmt, so ist 


IO%.. 1 <g, A,=0 Atryaıtet+r 0, > 
w. z. b. w. 
Wir setzen 
AHA t + AA Pan Q, 
Av tt AV zum V, 
wir bezeichnen die dem Indexsystem (4, A, ..., 4) entsprechenden Grössen 
mit a’ und »' und beweisen den Hülfssatz: 
„Ist a>r und 


| (a ( ) 2ar— I—1 
Or E ı< Ye Sr, a9 er 
für d <a, sowie für =a Kia v >v, so ist auch 
x) Aa—r— . 
TE ER 
Zum Beweise vergleichen wir die zur Bestimmung von CO „,„ und 
6%)... dienenden Reecursionsformeln (11.) und (21.). Auf Grund der ge- 


un Voraussetzung ist wegen 
,— 1, +(h—u,)tıt = U, 
(Ku, ++, +d)r, + = v+1: 


(a) | S(a) Aa—v—2, 
|C\ UA Une anti S5 KUyskıanı ser 2, + ’ 


m 


ferner ist 


(Ü a h ar fi [2 
BR ‚CH I (8 zes] Gi OT h 64) ", EN ieh J)—(U+Vl u )—lkı + kn): 


der Ka von g ist gleich 

2(a—k)—v—(k,+--+K,) = 2a—v—(2k+k+-+K,) S2a—rv—2, 
da die Verbindung k= 0, k,+---+%k,= 1 ausgeschlossen ist. Die rechte Seite 
der Gleichung (11.) ist demnach dem absoluten Betrage nach kleiner als 
die rechte Seite der Gleichung (21.) par mit 9°. Folglich ist 
Alam) 


< OH a A DE Bw: : << 6 erT- 
Ale en 


ICH? | 
Ahyud ,+Aa, +: Akı. Am 9 


w. z. b. w. 


m | 


Wenn man nun die willkürlich anzunehmenden positiven Grössen 
G;).., (ar) so wählt, dass für a<r 


m 


| ( gg —1 
|< Cam 


Am A, 7 y 


i 
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ist, so ist auf Grund des Hülfssatzes für alle Werthsysteme 4, A,, ..., A: 
la 2la—v (a % in (a Ati ;: tet Am Im 
ee. <a. tr < in... a . 


Wir nehmen an, die positiven Zahlen r, r,, ..., r, seien so gewählt, dass 


die Reihe 
2065(@) at t}: 4 Dane 





Ah 1 | m 
für 
ae +! a 
z|=r, tj=n, em 2m it, = rn 
convergirt. Dann ist, wenn man 
r r 1 je mn 
2] <S +9 4] Ss 7 ’ SE IE, ee ) + 
- g q ‘] g m 
annimmt, 
4 x . hy . An 
(a) _ Aykı Am -" Ge . At, ee hi ) ( r, n% ( rm " 
CR. t sch, | > ( lim’ g° ge ) gm ) 
= 


Daraus, dass der absolute Betrag eines jeden Gliedes der Reihe (8.) Kleiner 
ist als das entsprechende Glied der aus lauter positiven Gliedern bestehen- 
den convergenten Reihe F645) , rr:' ...r,", folgt die Convergenz der Reihe (8.) 
für den Fall, dass die absoluten Beträge von z, t,, ..., £, die oben an- 
gegebenen Grenzen nicht überschreiten. 

Bisher waren in dem Differentialgleichungssystem (1.) die Grössen 
A, »... a, verschieden vorausgesetzt; es sei jetzt 


! ! ! ! 
A, en d (0 — Os .. .. O.), 


u im) (m) (m) \ 
@ (m) —4 (0 = 0), 00 % (m))h 


die reellen Theile von «a, ..., a”) seien positiv, während diejenigen Grössen 
a,, deren Index & keinen der angegebenen Werthe hat, negative oder ver- 
schwindende reelle Theile haben sollen. Die zwischen «a, ..., a” be- 
stehenden Relationen stellen wir ebenso dar, wie bisher die Beziehungen 
zwischen a, ..., a,. Insbesondere sei 


m? 
' ' —] 
a = U, U,d ++ u,,_,a' 2 


„= l+u,9, +" +u,_N;-- 
Setzen wir 


Fri at) ; 
(*.) t; u, @. (-loge)' D (Gl, ..., m) 
so wird das Differentialgleichungssystem (1.) durch ein System von Potenzreihen 
(8*.) Yu er = CH... "zZ 1 a % (a Re, 
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befriedigt, deren Coeffieienten der Recursionsformel 


| (A+4,a + +4," —-a,)Ch}.., 

(11‘.) ] m 

——— 7 (a) (a) (a) ( ) 

— z v,(A,+1) ie +1. + Akkı.k, CH Mu „an 7 te: 


Man 
4 hym m 





genügen. Die Glieder vom Gewicht a“ in der Reihe für y_., (e® = «",...., «,) 
a 7 


’ 


70). vi—k 
yo = Zu "a (log) + 
2 ) 


ki 


.. \ R 
genügen den Gleichungen 


(11".) = nd +”, Bu 
wo @(.®) eine eanze Function von Grössen C(?, , bedeutet. deren Gewicht 
k A Ad I 


kleiner als a” ist. Die Grössen 


(a) __ 2 
eo .= (Y,o) „0 “ Co 
bleiben unbestimmt, und sämmtliche Grössen C{) ,, erscheinen als ganze 


rationale Funetionen der r'+---+r(”) unbestimmten Grössen C,, ..., O an 


174 


Dass die Reihen (8°.) für hinreichend kleine Werthe von |® , |t,,..., |£, 
convergent sind, wird wie oben bewiesen. 


Die Hauptergebnisse des gegenwärtigen Paragraphen fassen wir in 
den folgenden Satz zusammen: 
Die aus dem Differentialgleichungssystem 


ö dy,. 
— dx 


n 

= '$ S 4(a k.yk kn 2 

es > a,,9:+ ZAlk,.n,® 1 er An (=1,..n) 
B= 


(k —_p% ky ==  —_k, == Us k+kyt+++k, De 1) 


gebildete Determinante 
fa, Ba Kis.., 9) 


I(s) = \a,;—$s0 


habe lauter einfache Elementartheiler s—a, ..., s—a,. Die Grössen 





aß 


(m) 
.., & (m) 


a. =a (=... rm za (= a, 
mögen positive, die übrigen Grössen a, negative oder verschwindende reelle 
Theile besitzen. Zwischen den Grössen a‘, ..., a”), die so angeordnet seien, 
dass die reellen Theile eine nicht abnehmende Reihe bilden, dürfen beliebige 
Beziehungen 

(0.) a" = tat +0, a” 
bestehen, worin 0;, Qi +++, O,;_1 positive ganze Zahlen mit Einschluss der 
Null darstellen. Den Grössen a‘, ...., a” werden ganze positive Zahlen (ein- 
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schliesslich Null) v,,...., v„ zugeordnet. Kommt a“) nicht auf der linken Seite 
einer der Gleichungen (o.) vor, so ist v,=(0. Anderenfalls wird v, durch das 
folgende recurrirende Verfahren erhalten: man bildet aus jeder Gleichung (o.), 
auf deren linker Seite a, steht, den Ausdruck 0,v,+---+0,;_,v,_, und nimmt 


v, um 1 grösser als den grössten dieser Ausdrücke. Dann wird das Diffe- 
rentialgleichungssystem durch ein System von Reihen 


} alm) } v + me / 


ER (a) A+ija+eu4 m A 
CC... (—log x) 


(A+thr ++), > 0) 


m’ ri 


De 


befriedigt, welche von r+---+r” willkürlichen Constanten abhängen und für 
hinreichend kleine Werthe von x convergiren. 
Man kann diejenigen Reihenglieder, für welche Gewicht und Rang 


(that. +4,a" = a, 


| Av, +. +4,v. = WY 


übereinstimmen, in ein einziges Glied 
a) maf ao‘ 
Ci?’ (—log x) 
zusammenfassen und erhält dann ein Reihensystem 
(6”.) y.> = 0.2 (-loge), (=1,..n) 


.Y 


wo die Summe über diejenigen verschiedenen Werthepaare a, v zu erstrecken 
ist, welche die Gleichungen (d.) ergeben, wenn man darin für A, A,,..., A 
alle möglichen Systeme positiver oder verschwindender ganzer Zahlen (mit 
Ausschluss von A=4,=..=4,=0) setz. Auch die Reihe (6”.) ist für 
hinreichend kleine Werthe von |z| eonvergent. 

Um eine Recursionsformel für C( herzuleiten, setzen wir die Reihe 
(6*°.) für y„ sowie 


dy, ’ % \ 
2 = (al) —-#+1)0W,,)r(-loge) 
Mn AV 


in (1.) ein und erhalten durch Vereleichune der Coefficienten von x’ (—loer) 
be) be) k ! 


(11°.) (a—-a,)C? = (+1) CA + FAR. CC... , 


d% An 


wo die Zahl der Factoren C®, CC“, ... in einem Gliede der Summe auf 
a,y? 


a,v? 
der rechten Seite gleich k,+---+%, ist und die Indices die Bedingungen 
erfüllen: 


— ee 
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Für a=a,,=.a’ nimmt die Recursionsformel die Gestalt an: 


(11) 0 = Hl) 3A, CCM... 


aM) +1 av" ’ 
wo für v die Werthe 0, 1, ..., »;—1 gesetzt werden können, während 
(„()) . . 
Ce, unbestimmt bleibt. 


$ 3. 
Einige Beispiele mögen zur Erläuterung des $ 2 dienen. Es handelt 
sich um Differentialgleichungssysteme von der Form 


dy,. a k „‚k k 
2, = a,y. + ZAr.s,E Ya we 
zu deren Kennzeichnung wir nur die Zahl » und die Werthe der Grössen 
ER a, bezw. die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen anzugeben 


brauchen. 
I. Es sei »=3; zwischen den Grössen «a,, a,, a, deren reelle Theile 
positiv seien, bestehen die Beziehungen 


4, = WmtG,, 
4 = I; + = It +4,, 
wo 4, u, ganze positive Zahlen bedeuten. a, sei jedoch so gewählt, dass 
ausser den angegebenen nicht noch weitere Beziehungen stattfinden. 
Dann ist v, = 0; u,+a, hat den Rang 0, folglich it , = 1; u, +1, +a, 


ist vom Rang 0, 4,+a, vom Rang 1, also v,=2. Setzt man 


a 


ı = , 


b; 


l 


x”(—loge), 
tb, = z"(—-loge)’, 
so wird das Differentialgleichungssystem durch ein System von Reihen 
y.= Zn .,enrtr Ra 
befriedigt, für deren Coefficienten man mit Berücksichtigung der Gleichungen 
di 


T = Bu da, th, 
dt, 

a abh— ect, 
dt 


2 — 


dr = (4; l,— 2xr"t, 
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die Recursionsformel erhält: 
(A+4,0+4,0+ 4,0, —a,) Cha. 
ID Fach rc. 
für 
cs ° .. * 

o=>1l: mi”), 

ea=2: Lel, 
,=1 
nimmt dieselbe die Form 0 = 0 an; in den Fällen 


@= 3; 
a = 3: = u=1, 
a =;3; ‚A, ,=|1, 
lu tm. el 
erhält sie die Gestalt 
= (Yy)ıt“; 
0 = Ky)ıt, 
= (Ya th; 
hieraus berechnet man (Y,),, (Y3),, (Y),„,, während die drei Grössen 


Yı), = Yan (Yo), = Ya (45) zutun, = (Y3)za; 
unbestimmt bleiben. 
II. Es sei n=3; zwischen den Grössen a,, a, a, mit positiven 
reellen Theilen bestehen die Beziehungen 
a, = 3+2a,, 
a, =2+3a,+2a, =5+5da, +0, = 8+Ta;; 
a, sei so gewählt, dass weitere Beziehungen nicht vorhanden sind. 
Hier ist v, = 0; 3-+2a, ist vom Rang 0), also v, = 1; 8+T7a,, 9+5a,+a,, 
2+3a,+2a, sind bezw. vom Rang 0, 1, 2, also v,=3. Die Functionen 
ı = a, ü 
z"(—logr), 
tb, = 2” (-loge)’ 
genügen den Differentialgleichungen 


— 
Io 
(| 


di 
Mn z = a,f,, 

di, 
I = = ah,— at, 

di £ > > 
T 2 = 4, — 3er; 





*) Die nicht angegebenen Werthe A, },, },, A, sind immer gleich Null anzunehmen. 


3 
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das Differentialgleichungssystem wird durch ein Reihensystem 
y.= Zt @=123) 
befriedigt, dessen Coefficienten vermittelst der Recursionsformel 
+40 +%0+h0;—a,)Ohi, 
(2, + 1) Cr1-23.4 1,2, + 3(4+1) Cr, +1 Tr 
berechnet werden; für a=1, 4,=1; e=2, ,=1; @e=3, ,=1 nimmt 
diese die Form 0=0 an; für 


a 1323 52, 
a=3; 1=2, u=3, u=2, 
ide „el, 
ah 8, A, zu 7 
erhält sie die Gestalt 
0 = (Y2),.+"; 
0 = 3(y), +, 


0 = (u) nat 


= Wr 
die drei Grössen 
Ya Ya) = Ya (Yasr = (U), 
sind willkürlich zu wählen. 
Ill. Es sei 2=3 und 
=: 5-3 «„=& 
Hier finden die Beziehungen statt: 


u=%, 

a, = 1+a, = 3, 

a, = 149, = 2+a, = 4, 
= 20; 


wir haben v, = 1; die Verbindungen 3, 1+a, sind bezw. vom Rang 0, 1, 
also ist n =2; 4 hat den Rang 0, 2-+a, den Rang 1, 1+a, und 2a, den 
Rang 2, also »„=3. Für die Coeffiecienten des Reihensystems 

y.= Zn re, (@=1,2,9) 


worin 


t, = z(-loge), 
b, = a’(-loge)', 
t, = a*(—loge)’ 
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ist, ergiebt sich mit hücksicht auf die Differentialgleichungen 


dt 
e —- = alh-, 
dx a 
di, 
ce —- = alh—2ct,, 
dx 
dt. , 
2 — = uh—3el. 
dx we 
die Reeursionsformel 
a a 2. a. s (a) 
(+ 4,4, 7 Ag, Az; —A,) C; Akad 
anal +), 141... +2 (4 +1) Ci; —],/,+ ut 3(d; r 1) C; «# , Kae 7 


Da 1+a, und 2a, von gleichem Gewicht 4 und von gleichem Rang 
v,=2r, =2 sind, da also 

ıt,= ti = a(—logr)' 
ist, so Können wir annehmen, dass in der Reihe für y, das Glied mit ft; 
fehlt, dass also (y;), = ist, und wir können auch bei der Herleitung der 
Recursionsformel für «=3 t} durch zit, ersetzen, so dass eine Reeursions- 
formel für «= 3; 4, =2 überhaupt nicht erscheint. Oder, anders ausgedrückt, 
wir fassen in der Reihe für y, die Glieder vom Gewicht «4,=4 und vom 
Rang 2 in ein einziges zusammen und haben dann für die Coeffieienten 
vom (rewicht a, in der Reihe für y, @=1,2, 5): 


ı 


y = Wert) er(—logr)+--, 
y = oa +c’a’(-loge)+e”?ar—loge)’-+---. 
9; — c\ + ch” a’(—logr) -+ ar logx) — cr —logze)’+--- 


die Gleichungen 


ee 
V ze \ Yı)ıı -logr) T ER Ye 
uno 0% f 
0 = 2 Yya)asc-10g2 + °"" 
u #8 
) = (Yı)aıany) +‘; 


() — (Yan t''*. 
0 


( 


f \ 
Ye -logr) 1 *'*** 
während 


. 
Yılm Yan (Ya)ı 
unbestimmt bleiben. 
Bei zwei weiteren Beispielen sollen nur die zwischen a. .... a, be- 


stehenden Beziehungen aufgestellt und die Zahlen »,, .... v,, bestimmt werden. 
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a, = 1+2a,-+a, = 


d; 





1+2a, = 1+3a,+a, = 3+2a,+ta; = 
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IV. Es sei m =4 und 


a,=2, u=-6 = ,=]13. 
Dann bestehen die Relationen: 
a,: 
0, = 3a, = 2+2a,= 4+a, 
4,= atm= 240, = 2+43a, = 44H2a, = 64a = 


4a, 


5+ta,+ta, = d+4a, = I-+a, ta, = 


3+Dda, 
— 1+ba.. 


Die in der Tabelle enthaltenen Verbindungen sind so in Kolonnen an- 
geordnet, dass die Ausdrücke der letzten Kolonne den Rang 0, diejenigen 
der vorletzten den Rang 1 haben u. s. w. Es ist hier 


v I 1, V> = 4, V; == 6, Vı = g, 


Der unmittelbar rechts von a; stehende Ausdruck kann an Stelle der Ver- 
bindung «+4,04 u,; ,a,_, in $2 gesetzt werden; die mit a, in derselben 
Zeile stehenden »v, Ausdrücke können die Stelle von u” +u Pa, +" +ul) ,a,_; 
(k=]1,...,v;) vertreten. 

In dem folgenden Beispiele ist dieselbe Anordnung gewählt. 

V. Es sei m=5 und 


a=1+i, m =3+2d, ,; =-6+5%, = 10+8, ,=20+10:. 


Die Gesammtheit der Beziehungen ist in der Tabelle enthalten: 


a= 1-+2a,. 
= 3a, ta,= 1+5a,. 
a,= tm ta, = 4a,+t2a, = 1460 +0, = 2+8a,, 
= "+a,ta, = 8424. +a,= 8+3ata,= 9+5a,+ta, = 9+8a,+a, = 10+10a,, 
= 5+450= S-+2a, = "+4a,+3a, = 8+6a,+2a; 
— 1+a,-+2a,+ta, 
= 6+2a,+4a;: 
die Rangzahlen sind hier: 
0) vmehiyead yesıy = 


7+a, = 7+3a, = 9+2a, = 11-+a; : 
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$ 4. 

Es soll noch in Kürze der Zusammenhang der hergeleiteten Reihen- 
entwickelungen mit den bekannten Reihenentwickelungen für Systeme linearer 
Differentialgleichungen untersucht werden. 

In dem System (1.), $1 und $2 sei die rechte Seite einer jeden 
Differentialgleichung eine lineare homogene Funetion von Yır +... Yu, €8 
habe also Ai}. nur dann einen von Null verschiedenen Werth, wenn 
k+++Ak,=1 ist. Wir geben dem Differentialgleichungssystem die Form 

dy, ER 


(1.\ , er y' . (k) „Ah 
\ . N mn Au d,:4 U :;. ( 
1 = Ah. 


Es sei a) = a, und aÜ})=0 (P>«). Die reellen Theile der Grössen a,, ..., @,, 
welche verschieden sein mögen, seien positiv, diejenigen von @,,, ..., 
negativ oder Null. 

Es sollen zunächst wie in $ 1 keine Beziehungen zwischen a,. .... a 
bestehen. Die Recursionsformel (5.), $ 1 schreibt sich jetzt: 


nd 


9\ 119 15 \fla gi ST (k) 5) 
2.) GA+lat+ +0. a), > zZ 2:0 
sel} 


m 


es wird also ©). ,, eine lineare homogene Function von Cij),,, Ci 


m 


OP,,...,; für 4 = 0 lautet die Formel (2.) 


(Kat +4,a„-a,)C,;, =%. 
aus welcher sieh 
em > 0 
ergiebt, wenn nicht 4,+--+4,=1 ist. Mithin kann auch C,/, nur für 


),+:-+4,= 1 einen von Null verschiedenen Werth haben. Man bekommt 
demnach eine Reihe von der Form 


(3) y.= ERue).e". | 
=] 
Es mören nun wie in $2 zwischen a,...., a, beliebige Beziehungen 
= 3 - - 
bestehen. Die zur Bestimmung der Coeffieienten der Reihe (6'.), $ 2 
y.= ZCYPr(—loge) 
dienende Reeursionsformel (11’.) bezw. (11”.), $ 2 wird hier 


AV 


(4.) (a-a,)CH = (+) Aut 


= 0,0. 
>) 


A 


38" 
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bezw. 


n 

FArN I y , (k) (X(#) 

4.) 0 = (v-+1) C% v+1 ar © = 2 a, 02 ‚Y 
=1k_>0V 


Es gilt nun der Satz: 

„02 ist gleich Null, wenn in der Reihe a, a-l, a-2, ... nicht 
mindestens »+-1 der Grössen a, ..., a 

Wir zeigen zunächst Folgendes: 

Gilt der ausgesprochene Satz für die Gewichte a—1, a—2, ..., sowie 
für das Gewicht «a und die Ränge v+1, v-+2, ..., so gilt er auch für das 
(ewicht a und den Rang v. 


enthalten sind.“ 


m 


Denn ist a nicht gleich a,, so ist nach (4.) C/%) eine lineare homo- 


gene Function von C,, und verschiedenen Grössen CO), (k=1,2,...). 
Wenn die Reihe a, a—1, a—2, ... nicht mindestens »+2 der Grössen 
Ad ..., a, enthält, ist C@,,=0; wenn die Reihe a, a—1, a—2,... weniger 


als v—+1 der Grössen a,, ..., a, enthält, so gilt dasselbe auch für die Reihe 
a—k, a—k—]1, ..., und demnach ist CX,,=0. Dann ist aber nach Glei- 
chung (4.) 0/9 =0. — Ist nun a=a,, 80 stellt sich nach (4..) C/), als 


Bel...) 
dar. Wenn die Reihe a, @—l, a,—2, ... weniger als »+1 der Grössen 
Ay ..., a, enthält, so kommen in der Reihe &—k, —k—1l, ... (k >). 
in welcher jedenfalls «a, fehlt, weniger als » der Grössen a, ..., a, Vor; 


dann ist der Voraussetzung nach ER =(, so dass sich aus Gleichung 
(4.) CH, =0 ergiebt. 


lineare homogene Function verschiedener Grössen C/?, 


Wenn jetzt noch gezeigt wird, dass der ausgesprochene Satz für das 
(sewicht a gültig ist, wenn die Zahl a so beschaffen ist, dass die Zahlen 
a—1l, a—2, ... nicht als Gewichte auftreten können (d. h. nieht in der Form 
+ h,a, + +-),,a, darstellbar sind), so ist seine allgemeine Gültigkeit be- 
wiesen. In diesem Falle schreibt sich die Formel (4'.), wenn man für v 
der Reihe nach die mit dem Gewicht a vereinbaren Rangzahlen v, v —1, 
einsetzt: 

(a-a,)l? = 0, 


(a— a,)C" 0) u yC®) 


a. v1 av? 
a 


und hieraus ergiebt sich, wenn a von a, verschieden ist: 


ca=0, Ca =0, ...., 0@=0 


av—1 


{ 


m 


rin 
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Für «=a, wird die Formel (4) fürv=r, v;—l, ..., 1: 
v,CH, =WV, 
v)Ch, = 0, 
En} 
rährend C{, unbestimmt bleibt. Unter der jetzigen Voraussetzung redueirt 
sich die Reihe a, a—1, a—2, .... auf die Zahl a, und es verschwindet 
C‘ für v>0 oder für beliebiges v, je nachdem «a gleich einer der Grüssen 
a, ist oder nicht. 
Ebenso gestaltet sich die Betrachtung, wenn diejenigen Grössen 
Gy 2.., 4,, deren reelle Theile positiv sind, nicht sämmtlich verschieden 
sind. Das Auftreten von Logarithmen wird bei Systemen Aral Differen- 
tialgleichungen nur durch Beziehungen von der Form a = u+a bedingt, 
und es ergiebt sich als Specialfall unserer jetzigen Sätze die Form der 
Reihenentwickelungen, wie ich sie in Bd. 39 der Math. Ann. für den Fall 
einfacher Elementartheiler der Determinante (d.) des Differentialgleiehungs- 
systems (D.) der Einleitung angegeben habe, so weit die Grössen @,,..., 4, 
positive reelle Theile besitzen. 


- 


ı), 


Ay 


An Stelle des bisher betrachteten Systems von » Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung setzen wir jetzt die Differentialgleichung »ter Ordnung 
 . x | en, 

(1.) 2 I = Gla, ,2I%,.., 0"), 


dx / 


worin @ eine gewöhnliche Potenzreihe der beigefügten n+1 Grüssen be- 
deutet, welche verschwindet, wenn diese Grössen sämmtlich den Werth 
Null haben. Es sei 





re " dy , 
G = aa" — + tn 2 + 
(2.) du \i , j» —1 k, 
y u 
+2 Au..,2y" (=- =) + (@ a 
(k = 1. k, =. — kn == U): k+k, 4 tk, > 1) 
Die » Funetionen 
dy ‚, d’y eg 


y=Y%, Nzicz halcıı nn Mail 
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genügen dem System der Differentialgleichungen 





ni 
Re 
2% =ı ie 
, dx YıTY3. 
(B,, d 
\ / Y . | 
SR = 2yııyı, 
dyn  __ | 
Mr — (B-Dy+ Glas I. yo) 


Die Determinante /(s) wird hier 


—s 1 
1—s 1 
I(s) = | 2—s 1 
. Ga Ga: +n—1—5 


die Gleichung /(s) = 0 oder 


(4) s(s—1)...(s—n+1) = cs(s—1)...(s—n+2)+--+c,_ıs+tec, 
habe die Wurzeln a, ..., a,; die reellen Theile von a,, ..., a, seien 
positiv, diejenigen von 4,41, --., a, negativ oder Null. Einer o-fachen 
Wurzel a, der Gleichung (4.) entspricht nothwendig ein o-facher Elementar- 
theiler (s—a,)’ der Determinante 4(s), denn es können nicht sämmtliche 
Unterdeterminanten von 4/(s) für s=a, verschwinden, da die Unterdeter- 
minante von ec, den Werth +1 hat. 

Der Fall einfacher Elementartheiler der Determinante /(s), auf wel- 
chen wir uns vorläufig beschränken, deckt sich hier also mit dem Fall 
einfacher Wurzeln der Gleichung (4.). Falls zwischen a,, ..., a, keine 
Relation von der Form 


a = O Fat" +9. -i 
besteht, worin @,, Qu, »+., O; ganze positive Zahlen bedeuten, wird die 


Differentialgleichung (1.) nach $ 1 durch eine Reihe 


- IHM, ++ 4,,,Q 
(9.) ge ZUG, == Bafi 


‚m 


Athte tim > 0) 
befriedigt, welche für hinreichend kleine Werthe von |x®| convergirt. Wir 
wollen nun die Berechnung der Coefficienten der Reihe (5.) unmittelbar an 
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der Differentialgleichung (1.) vornehmen. Durch o-malige Differentiation 
der Reihe (5.) unter Einführung der Bezeichnung 

f,(a) = ala—1)...(a-o+1); fla)=1 
erhalten wir 


\C Aria tet nlm 


Viremd,, I . 


2 ——f!- => Zf,(A+Ma++),a 


und durch Einsetzen der Reihe (5.) in die Differentialgleichung (1.) ergiebt 
sich, wenn man die Bezeichnung benutzt 

4a) = fa) o,-.f,0) 
die Recursionsformel 


| dh +4,a,+:+4,4,). Ca 
6. ur ar vu ’ ‚URWi ! ı y Y Y 
(6.) | = ZAyuufor (bh tt Ama) far 4 Far at tim) Orr sr Oz 


die Zahl der Factoren f und C in jedem Glied der Summe auf der rechten 
Seite ist A,+--+A,, es ist 


an x R 
ER ee 
nf u , 

A, th, te = ir 

| ! „tl f en u 

bon E bon vo 5 baum 3 


die Indices o', 0”, ... sind die Zahlen 0, 1,..., »—1 bezw. Ä,-, ..., k,-mal 
in irgend einer Anordnung. Die Gleichung /(a)=0 hat die Wurzeln 
a, i=1,...,m); wegen S(a,)= (0 bleiben die m Üoefficienten 


e, (y) as u 


_ 


unbestimmt, während man aus (6.) für alle übrigen Coefficienten C,, .,, ganze 


rationale Funetionen von ©, ..., €, erhält. 
Wir nebmen nun an, dass zwischen a,, ..., a, beliebige Beziehungen 
a; je 0,4014 °"+ 0; 
bestehen, und führen dieselben Bezeichnungen und Definitionen ein wie in 
$S2. Nach $2 wird der Differentialgleichung durch eine von m willkür- 
5 = 
lichen Constanten abhängige Reihe 
2 + /1aı + hl Art + Am’ m 
(7.) y= 20,..,7 (-logr) 


Art tl, > 0) 


genügt, welche für hinreichend kleine Werthe von |z] convergirt. Indem 
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wir, wie am Schluss von $ 2, sämmtliche Glieder von gleichem Gewicht «a | 
und Rang v 
8) ja = IH t tin 
0) lv = nt +2,V, 
in ein einziges Glied zusammenfassen, schreiben wir die Reihe (7,) in der Form 


(9.) y- = 0,,e(-loge), 

wo für a, v alle diejenigen Werthepaare zu setzen sind, welche sich aus den Glei- 
chungen (8.) ergeben, wenn man für 4, A,,..., A, positive oder verschwindende 
ganze Zahlen (unter Ausschluss des Werthsystems /=4,=-..-=4, = (0) 
setzt. Durch einmalige Differentiation der Reihe (9.) erhält man 


2 - &(aC,,—#+1)0,,.)2°-1oge), 
durch o-malige Differentiation 
a) = EI NPDETHNC,na-Loge), 
wobei die Bezeichnung angewandt ist: 
= 
Für e=1 ist die Gleichung («.) richtig, denn es ist f(a)fu(v) = a, 
ff, @ +1) =r+1. Durch Differentiation von («.) erhält man 


+1 
o+1 de Y 


EU = 3 ILNa-PLT HC, -lga) 


Mb 
+2 EN WRR + MO, n2"-loge)” 
oder, wenn man in der letzten Zeile k—1 für k und v+1 für » schreibt 
und die Gleichung 


P+Dh-ıP+k) = hr+h) 


beachtet, 
or ty ni e+1 _ 1a (fa _ pik-ı) MC a(_] 2; 
er I = EI Na) LOHNC,,.e-1og2)' 


nun ist aber 


fo+r.(a) = (a-e)f,(a), 


und hieraus ergiebt sich durch %-malige Differentiation 


flo) = a -VR)-R (a); 
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folglich besteht die Gleichung 
0 „ı de y herr 2 (1% FO (flv MC “(_]oor\ 
= 3 53 (-1) ff, (a) fr +h)C,„e’(-loge)’, 


d.c! r1 av ki . 
welche aus («.) dadurch hervorgeht, dass man go durch e+1 ersetzt. 


Durch Einsetzen der heihe (9.) und ihrer Ableitungen («.) in die 
Differentialgleichung (1.) erhält man die Reeursionsformel 





4(a)C,, = EZ(-1"I® la) +Kk)C 
(10.) | d (a) 0, = \ ) ‚a)f( TA)Vas 


+2 Au..,fo(@ for (a). Cara Cana err: 


in einem Glied der zweiten Summe ist die Zahl der Factoren f, sowie die- 
jenige der Factoren € gleich A,+---+4,, die Zahlen 0, 0", ... haben die- 
selbe Bedeutung wie in der Formel (6.), und die Indices a, v' u. s. w. er- 
füllen die Bedingungen 

a-+a"-+... = a—k. 


V + YV nz —- vV: 


ausserdem ist die Bezeichnung benutzt: 


rt ı #“Ala 
4” (a) = 
er k! da 
Der Coefficient /(a) von C,, verschwindet für a=a, i=|,...,m); da 


aber der Voraussetzung nach a, eine einfache Wurzel der Gleichung (a) = 0 
ist, so ist /'(a,) von Null verschieden, durch die Reecursionsformel (10.) 
wird C,, durch Grössen C,,.;, von gleichem Gewicht und höherem Rang 
und durch Grössen C,,,, von geringerem Gewicht ausgedrückt, vorausgesetzt, 
dass a nicht gleich einer der Grössen a, @Ü=1,...,m) ist. Für a=a, er- 
hält die Formel (10.) die Gestalt 

(10',) 0 = Ilka) +l)C,,u+"; 1-> 


man berechnet hieraus ©,,, ..., ©, ,. während 
Ü ‚ == (y) a.7> E (i 


willkürlich anzunehmen ist. Demnach erhält man sämmtliche Grössen € 
als ganze rationale Functionen der m willkürlichen Constanten C,, .... € 


) 


Die aus der Differentialgleichung 


y en 
„d"y ae ae FEW . dy En; 
dx" Mr dar a he y 
i / d’ Iy 
nu 1 
+ 2A. 1 zT U .ÄT i 
A dar! 
kel,,zm mil (0); k+kıt tk, - ]) 


N 
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gebildete Gleichung nten Grades in s 


s(s—1)...(s—n+1) = as(s—1)...(s—-n+2)+-+c,_s+tc, 


habe n einfache Wurzeln a,, 


ti 


., @,. Die reellen Theile von a, ..., a 
seien positiv, diejenigen von A,„.ı, -:, a, negativ oder Null. Wenn zwischen 
A, ..., Ad, keine Beziehung 


e:) a = +9 +0,Q4.+ 
besteht, worin ©, 0;, Op, ... positive ganze Zahlen bedeuten, so wird die 
Dijferentialgleichung durch eine für hinreichend kleine Werthe von |x| con- 
vergente, m willkürliche Grössen enthaltende Reihe 

a a TEE 

(titel. > 0) 

befriedigt. Sind jedoch Beziehungen von der Form (g.) vorhanden, so werden 
den Grössen a,, ..., a, wie in $ 2 ganze positive Zahlen (einschliesslich Null) 


Yır 2.., Y,„ zugeordnet, und der Differentialgleichung wird durch eine Reihe 
A+hatehi 97 dv +-+/ n’ m 
ya Don... TR MERST S 
(+ tt. > 0) 


genügt, welche von m willkürlichen Constanten abhängt und für hinreichend 
kleine Werthe von 








| convergirt. 
Für den Fall einer linearen Differentialgleichung ter Ordnung findet 
dieselbe Vereinfachung der Reihenentwickelungen statt wie in $4 für ein 


System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Charlottenburg, 7. Juli 1895. 





Ueber indefinite ternäre quadratische Formen. 
(Fortsetzung der Arbeit aus Bd. 115 Heft II S. 150—182 dieses Journals. 


(Von Herrn A. Meyer in Zürich.) 


$ 6. 
Untersuchung der Aequivalenz der Formen /, der Invarianten +1, 0A 


‘ 


36. Hanaeıt es sich um die Entscheidung der Aequivalenz der 
Formen f, der Invarianten #**'2, #4, welche derselben Form f der Inva- 
rianten 9*42, 04 entstammen (wo (24 prim zu 6), so kommen, wenn 2 > 0 
ist, nach Art. 2,1) nur Formen f, in Betracht, und für die Aequivalenz 
zweier Formen f, und f} ist dann nach Art. 4 nothwendig und hinreichend, 
dass es eine Transformation von f in sich selbst giebt, für welche die Con- 
gruenz stattfindet: 
„»— alte, uw 0 (mod.®), 
Die Existenz einer solchen Transformation lässt sich nun (für 2 > UV) immer 
nachweisen, und zwar genügt es, in den Formeln des Art.5 e=1 anzu- 
nehmen. Die vorige Congruenz geht dann über in 2Zapg =e—e, und es 
ist also eine Auflösung der Gleichung 
(1I.) p-PH"2Fl,ga,gqg)=1 
zu suchen, welche dieser Congruenz genügt, oder, wenn man p 1 (mod.®) 
wählt, der Congruenz 
(1.) Zag' @— ce, (mod.®),. 

Sind 42), 43 die grössten quadratischen Theiler von 2, fd: 2 = 2,2, 
4 = d,4;, E der grösste gemeinschaftliche Theiler von 2, und 4,: 2, = Ef}, 
4,=E4,, so sind 2, 4, E relativ prim. Setzt man nun 

Boa g, ad, Aut 24A, A=0AA, 

so geht (II.) über in 
(II'.) PP" BIMEF(g.g. m)=1 
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wo 
N Z 4 ! 12 
F,(qı. 1, qı) = '2,40Aı: qı +94,EA,g" +4 N jr 
eine eigentlich primitive Form der Invarianten 04, 92,E ist, und es ist 
jetzt die Gleichung (IT'.) so aufzulösen, dass 
(2.) 1n==0 (mod.2,E), 2adıg, = «@—e, (mod.®) 


wird. Setzt man noch 
p — I+92 452, v2, 
so ist z der Gleichung gemäss zu bestimmen: 


OP ALQE3): = Fig, g;, q). 


Ist z gerade, so setze man noch g’ = 6*g. Dann wird 
4 zZ PR x 2) " nz ! 2 
F,(q ‚q)=9 A: 1,Aıqı +6 "4,EA, gı+ Ag tr =F(q, Is dı); 


wo nun 2 die theilerfremden Invarianten 0**'4,, Ai hat. Die Zahl 
m —= (2+923,4,44,E2)2 
ist daher immer durch F, darstellbar, wenn m prim zu 024 und Q,Em = 2, 


‘) - 


3, 5, 6, 7 (mod.8) ist und 


DE DT) 


Bezug auf jeden Primfactor d, von 4. Es ist aber immer möglich 3 
diesen Bedingungen entsprechend zu wählen, ausgenommen, wenn d,= 3, 
‘2,4, nieht durch 3 theilbar und Q,E = A" (mod.3). Indessen kann man 
dann z und q, durch 3 theilbar machen und setzen z=3z,, ı =3, 
worauf 1m durch die Form darzustellen ist 


1-10), 1, A, g+ +10"7"4,EA,qı + 3 Mt 


deren Invarianten 19*'4,, 342,E ebenfalls relativ prim sind. Die Bedin- 


) 


gung - auf den Primfactor 3 fällt jetzt weg (man hätte auch von 
ee q = JI,d,gq, Setzen können). 


Da m prim ist zu 6, so ist es auch g, ; ausserdem kann man z positiv 
annehmen. It ,=1,g7=Y, 9 =, p=P eine solche Auflösung von 
(1I.), so kann den Bedingungen (2.) nachträglich folgendermassen genügt 
werden: 

Setzt man 

934, EF, (9, T, ı) eo. D, 
so ist T=p, U=1 die Fundamentalauflösung der Gleichung ?— Du’ = 1 und 
jede Auflösung f, « derselben liefert eine Auflösung von (II’.), wenn man setzt: 


ı\ a " Rn 2 ade ARE | 
(3., p=t, u, qm ed. 














über indefinite 
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Da nun D==0 (mod.92,E), kann man nach Art. 12 x so bestimmen, dass 
1% ==0 (mod.Q,E), 2a4,g, u a—e, (mod.®) 

wird, und dann erfüllt das System (3.) alle Bedingungen. Hieraus folgt: 

Ist x gerade, so sind die Formen f, und fi,’ äquivalent. 

37. Ist z ungerade, so gelangt man zu demselben Resultate wie in 
Art. 36; doch ist der Beweis umständlicher. Für z= 1 ergiebt sich derselbe 
zwar noch wie vorhin mittelst der Sätze in Art. 33 und 34. Für z>2 
sind unter der Voraussetzung, dass 279 keinen quadratischen Theiler besitzt, 
durch den Schluss von z auf z+1 zunächst die Sätze zu beweisen: 

1) Die Formen f'* desselben Geschlechts der Invarianten 92, 04 
bilden nur eine Klasse, ausgenommen, wenn 


o=1 (mod.8), HR, (—)\=+1, (-)= 


0, Puch) u 
ist, in welchem Falle sie zwei Klassen bilden: und zwar, wenn die Klassen 
des entsprechenden Geschlechts der Invarianten #£2, #4 wie in Art. 20 


repräsentirt werden durch 


ri a, O’a,a \_/a, a,0\ t ’ 
om ! 7 N ‚ ır )» Wo Ad ' - >, Ad . = u 
fi Kl b', 0b" / ıb.b, b’/ 
a+2b"a«'+aa”, 0°a, a’ Ya,, a‘, a‘ 4 m vn 
fi -( 1 hi ' ' 7 ) „)= ! \ :), wo \ 4 #)N6, 
u ob, b’+ba', H(b"-+a'«' )/ b,. b', b / a+aa "/ 


so werden die beiden Klassen der Invarianten vn, 94 vepräsentirt durch 


! 


a; PER N nn... vi BEN 


[x = (gei),. Orb, Or 11) oder [x -( 2—1 21 )z 
Or—1h 0 > hi. fJ hi 


je nachdem x gerade oder ungerade ist (k=1 oder 2). 

2) Soll eine primitive Form = (m, n',m') der Determinante HAM, 
in welcher der Factor M’ prim zu #24 und nicht dureh 4 theilbar ist, 
dureh fi” eigentlich dargestellt werden, so muss sein 


er DE, Der MN. D-) 


in Bezug auf jeden ungeraden Primfaetor ie wo, Ö von m", 2, 4. Sind 
diese Bedingungen erfüllt, so ist x sowohl durch f}* als dureh f}*' darstell- 
bar, wenn M’ wenigstens einen Primfaetor, welcher N# ist, in ungerader 
Potenz enthält. Sind dagegen alle Primfactoren, welche in M’ in ungerader 
Potenz aufgehen, quadratische Reste von #, so lässt sich die eine Hälfte 
der Klassen des Geschlechts, zu welchem % gehört, dureh fi”, die andere 
durch fi” darstellen. 
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3) Soll die primitive Form ?@=(M', N, M") der Determinante 4m, 
in welcher m prim ist zu 624 und durch 4 nicht theilbar, durch Fj* dar- 
stellbar sein, so muss 


rm m pp D D 92 &D Fi” 

Dr DE er ET ET 
sein, für jeden ungeraden Primfactor u, d, ® von m, 4, 2. Unter diesen 
Bedingungen ist ? sowohl dureh F/* als durch F,” darstellbar, ausgenommen, 
wenn alle in ungerader Potenz in m aufgehenden Primzahlen quadratische 
Reste von ® sind, in welchem Falle nur die Hälfte der Klassen des Ge- 
schlechts, zu welchem 2 gehört, durch Fj”, die andere durch F}* dar- 
stellbar ist. 

Hieraus folgt dann sofort, dass wenn Mm prim ist zu 06424 und 

(")=+1, 4m=2 35,6, 7 (mod), ()- (2), 


4 [M) 


M' \ 3 4 . 2 ) M' F;” \ 
ı = 1 0, ») 2 4 N 4 
( 0 J 2 1: 2M zT e), ), 6. Ä (mod. Ö), er % ) nn ( d Js 


für jeden Primfactor ® von 42, d von 4, die Zahl m sowohl durch fi” als 
durch £”, ebenso M’ sowohl durch F/* als durch F}* darstellbar ist. Daraus 
aber ergiebt sich die Aequivalenz von f, und fi? für beliebige mit 26 theiler- 
fremde Werthe von (2/ wie im Art. 36, indem man für ungerades z setzt: 
ge. 

38. Für z=1 sind die Sätze des vorigen Artikels bereits bewiesen 
(Art. 20 u. 32). Gelten sie aber für 2 <A, so ergeben sie sich für z=4-+]1 
wie folgt: 

Der Beweis von 1) ist derselbe wie in Art. 36 für gerades z, nur 
dass die Substitution g’ = '*g, jetzt wegfällt wegen der eben ausgesprochenen 
Folgerung für die Darstellbarkeit von Zahlen durch fi? oder F". 

Zum Beweise von 2) transformire man die Form 9 = (m, n’, m’) der 
Determinante #+'2M", für welche die Bedingungen (g.) erfüllt sind, vorerst 
so, dass m prim wird zu #24 und nicht durch 4 theilbar, »”’ ==0 (mod.0’*°) 
und bilde nach den Vorschriften des Art. 21 die ternäre Form 


2 
-— m, m’, m : / 
ale et n' nd der Invarianten +2, 04, 


wo |m’,= +1, |m"\,=4+2, n = n’ = 0 (mod.#*), N= N’ = 0 (mod. 0**') 
und hieraus die Form 


' 21. N 
m m 0? m o ’ 
a’) = ( a. ) r Invarianten #1, 04 
I O-!In. O-"!'n. n”" de , i 
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« 


welche mit fi” in dasselbe Geschlecht gehört, daher mit fi” oder f}* äqui- 
valent sein muss; dann ist g’’*" bezw. äquivalent mit fj**" oder f’*"., 


Denn nach 1) muss g’*" 


mit einer dieser Formen, fj?*", äquivalent sein. 
c N r 


Geht dann f*" in g**" über durch die Substitution | € 7’ © J der Deter- 


ur, 
minante 1, so geht fl?! in g'” über durch 
Bas NE 5 0 C 
&' n u er oder HE n HL 
HE" on" 2 &' 7 In" er 


je nachdem 4 ungerade oder gerade ist. Aus den Transformationsgleichungen 
folgt aber wie in Art. 4, dass die Coefficienten dieser Substitutionen ganz- 
zahlig sind. Sind also f*" und g 


+1] 


äquivalent, so sind es auch fi” und 
9“, und umgekehrt, u.s. w. Sind alle in M’ in ungerader Potenz auf- 
gehenden Primzahlen quadratische Reste von #, so ist die dureh fj” dar- 
bare Hälfte der Klassen des Geschlechts, zu welchem gehört, auch durch 
f.‘*" darstellbar. 

Um 3) zu beweisen hat man ebenso ® so zu transformiren, dass 
M’ prim zu 924 und nicht durch 4 theilbar, N = 0 (mod.#), also M|=1 
wird, und sodann die ternäre Form 


12 M, M', mM’ ; 
Gr Bi, 'arıante 2 ut 
7 NN. dw) der Invarianten 64, 6 
herzustellen, so dass M =4+2, IN’ >1 ist. Dann ist 


| O-1M, O-M', OMN 
m. 
m ( N, N’, 0 In") 


eine primitive Form der Invarianten 94, #2, welche mit Fj? in dasselbe 
Geschlecht gehört, daher einer dieser Formen äquivalent ist und die Form 
(9"M', N, 6M) darstellt, welche aus ? und (6, 0, —/m) zusammengesetzt 
ist. Und wieder ist @”*"! mit Fi’*" oder F,’*" äquivalent, je nachdem 
@G" mit Fi” oder F;’ äquivalent ist, u. s. w. Sind alle Primzahlen, welche 
in m in ungerader Potenz aufgehen, quadratische Reste von ®, so ist die 
durch FA" darstellbare Hälfte der Klassen des Geschlechts, zu dem 2 
gehört, auch durch F’*" darstellbar. 

39. Aus dem Vorstehenden ergiebt sich also, dass die Klassenanzahl 
sich beim Uebergange von den Invarianten 042, 04 zu #2, 04 (k >1) 
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nicht ändert. Sind 2, #/ Invarianten ohne kubische Theiler und bezeichnet 
2 (4) das Product der Primzahlen, welche in 2 (#) in zweiter und in 

En on erster Potenz enthalten sind, ist fener 2= 2", = JE", so 
ind 2", 4" Invarianten, wie sie in $ 3 betrachtet werden; 22’ und #' sind 
theilerfremd und gehen in 42” und £" auf, und wenn man 


2 aa, "RS, 
setzt, so ist Q'f' prim zu 2,4. Beim Uebergange von 2, 4” zu 2,4 
ändert sich die Klassenzahl nicht, wie man sofort erkennt, wenn man das 
soeben gefundene Resultat (für k = 2) bezüglich der Primfactoren von 2! (1) 
successive auf die Formen f (F) anwendet. 


Ist 
Ad, a', A. A. A" 
(=(} b'. 2 mit der adjungirten F= u u 
Hauptrepräsentante einer Klasse der Invarianten 2", #", also a =(, 
| \ | 
a = 2", \a’| = )2"4", us. w. in Bezug auf jeden Primfactor von 274", 


so ist 
.. fad', ARE, ad \ 
h = \por, vu. v9) 


eine Repräsentante der entsprechenden Klasse der Invarianten (2, 4, mit 
der adjungirten 

AR, AR, AAN 

= \Ba, Bo, B' 4 / 


und zwischen den quadratischen Charakteren dieser Formen bestehen die 


Relationen 
N, IN), ee 
>) a, kl “7 Zu 
in Bezug auf jeden Primfactor w, »,, 0’ von 2, Q,,f. Dab"”-aa = LA, 
et ad ei Bi, ar daher 


(AR), 
Laer. can LANESZRUN 


w 


F, 


ebenso 


Diese Relationen u sieh noch umformen: 
Sind (3, fi, 3°, 45” die grössten in 2, 4, 2”, 4" aufgehenden Qua- 
drate und 2 = 2,2, d4= 448,02" = N, 4" = 44”, so it A = Q2/Q,, 


4, =44, und (2 Theiler von 2,, 4, 2, f, und prim zu 2,4,02) 45, 
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ebenso £' Theiler von 4, 2, 2), 4, und prim zu 4,02,02) 4); daher 


EN re JS, en h) wu eu) FW 4 Ay 


W \w,7 
je nachdem w,, in /, aufgeht oder nicht: ferner ist 
IN _ (ARRLFN _ (STR ANERN (VRR 
ET ar) (warn, 
oder 
AL: MEN RT EN 
Ebenso 
IE) (RE) (—R EN _ (SEEN) gg (Auf) (ZB) 
. 1 — 1 | — - —| 
( Ö' J Ö' yı ( d =\ ö, ode r( hJ J \ Ö | ). 


1 


je nachdem d,, in (2, aufgeht oder nicht, und 


— SF —f1" u Q'o-ıF\ 
( ng ) = ( - = w' J 


Aus diesen Gleichungen ua dass die Grundfactoren des Geschlechts. 
zu welchem f gehört, übereinstimmen mit denjenigen des Geschlechts von 
fi; und da auch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von (2, und 4 
mit demjenigen von 42), und 4, übereinstimmt, gilt für die Klassenanzahl 
eines Geschlechts der Invarianten 2, / genau dieselbe Regel wie für ein 
(reschlecht der Invarianten 2", 1". 


7. 
Untersuchung der Aequivalenz der Formen /,. der Invarianten HeQ, 0°%+?4A, wenn 6 > 0, QA 
durch die Primzahl 9 nicht theilbar ist. — Klassenanzahl für beli« 

40. Beim Uebergange von den Invarianten 42, # zu £2, 46° kommen 
nach Art. 2, wenn |#|,>0, nur die Formen f, = f, in Betracht und es ist 
für die Aequivalenz zweier Formen f, und f!”, die derselben Form f ent- 
stammen, nach Art. 4 nothwendig und hinreichend, dass es eine Transfor- 
mation A von f in sich selbst giebt, für welche die Congruenzen (UÜ.) be- 
stehen. Im Folgenden setze ich die höchsten in 2 und / aufgehenden 
Potenzen 0” und #° von 9 in Evidenz ner bezeichne demgemäss die In- 
varianten von f mit 9°.Q2, #4, wo nun 24 durch # nieht theilbar ist. Die 
Fälle »>0 und »=0 behandle ich ren Es sei 

1) >0. 

Aus den Transformationsgleichungen und den Voraussetzungen des 

Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 40 
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Art. 2 iiber die Coeffiecienten von f ergeben sich die Congruenzen 
aa, (mod.9), 0 =ar+arv” (mod.9°), 0=ivr iu (mod.0”), 
aus denen sofort folgt 
,== +1 (mod.0), u==r=0 (mod.9), v'=0 (mod.0). 
Daher redueiren sich im vorliegenden Falle die Congruenzen (C.) auf 
at Wa, v"' 0, FW—uw"— Pr" =0 (mod.®). 
Wählt man in den Formeln des Art.5 e=1, so gehen diese Con- 
sruenzen, mit Rücksicht auf die Gleichung 
(II.) p-M"2Fl,g,g) =1, 
über in 
+(e—a,)+2ap"g +2ag =0, P"= Pl (mod.®), 
wenn p == +1 (mod.6). Ist die zweite Congruenz erfüllt, so lässt sich die 
Gleichung (Il.) immer so auflösen, dass auch der ersten genügt wird. 
Um dies nachzuweisen führe ich wieder die Bezeichnungen des 
Art. 36 ein, wodurch die Bedingungen übergehen in: 


(1I..) (2+0"234,I4E2)z = Fl, 0; M), 
wo F, (In, q, q,) = HR AAN+PAEA Ag + 
(1.) +2a(g+P'g) —— w—o (mod.®). 


Ist d gerade, so setze ich s= #z,, qg, = @®’g.. Dadurch geht (II..) 


über in 
f N ı) ı w+o 2 e ! Z 
(U...) 2+9" 24,2) = Fl 0, @) 


\ 
wo F(g,g,.2) =" AAAM+IEAg’+A"g + eine primitive Form 
der theilerfremden Invarianten 4, 0°Q,E ist und 


(1'.) +2ag = o,—e' (mod.), ==0 (mod.%,E) 
sein muss. Wählt man z, prim zu 20642,4,E und so, dass 
2, +0 HAIE N/A" 23, A" 

ee), (3-4) 


in Bezug auf jeden Primfactor d, von /,, so ist (II,.) immer, aber nur so 
auflösbar, dass g’ nicht durch # theilbar ist und den Bedingungen (1'.) kann nun 
wie in Art. 36 nachträglich mittelst der Pellschen Gleichung genügt werden. 
Ist Ö ungerade, so setze ich 3= #z,, gi = H'*Dg. Dadurch geht 
(I1,.) über in 
IL.) ZH 283) = Fila 0, @.). 


oo. 


.. 
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wo F,(q.g,g) = "4A +I,EAg’+0A'g: + eine primitive Form 
der Invarianten 64,, 06°"'Q,E ist, und die Gleichung (1I,.) ist nach Art. 37 
lösbar, wenn man z, prim zu 2942,4,E und so wählt, dass 
2, +0 NIZE\ _ (OA"N 22,\_/AEA/\ 
( u Tg )=(5 UIID ) 
wird, worauf man wie vorhin noch die Pellsche Gleichung zu benutzen hat. 
Also gilt der Satz: 
It >00, d >0, P"= PL). so sind die Formen f, und fl’ äquivalent. 
41. Um den Fall zu behandeln, in welchem 7” und /, verschieden. 
also nicht congruent, mod.®, sind, bedarf es einer anderen Annahme für +. 
Ich setze dann e=#%, also mit Rücksicht auf Art. 7 
Driaai  ar, It, 


so dass 


/ \ Ü a) > 00 m m uw \ 
(11.) m - 2 DIAS + AA HF Ag +) = 1 
sein muss und, wenn man p, = 1 (mod.6) wählt: 
,=u=rvr'=], u"=2a,g (mod.0). 


Da. wie vorhin bewiesen. «' und «, ohne Einfluss auf die Klassen 
der Formen f; und ff sind, kann man sich dieselben immer so gewählt 
denken, dass die erste der Congruenzen (C.) erfüllt ist. Es bleibt dann nur 
noch die zweite, welche lautet: 2a,q = P"—P, (mod.6). Die weitere Unter- 
suchung übergehe ich, da sie derjenigen des vorigen Artikels ganz analog 
ist und zu demselben Resultate führt, so dass der Satz gilt: 

It »—>0. 0 >>0. so sind die Formen f. sämmtlich äquivalent. 

42. Es sei jetzt 

2) w=(0. 

Aus den Transformationsgleichungen (vgl. Art. 4, 1)) folgt sofort 

v=v=( (mod.0). 
Die Congruenzen (Ü.) redueiren sich demnach auf 

at Nor" I, aut W—u"—Prv" ==0 (mod.®). 

Für e=1, g’ = 0 (mod.6) erhält man aus Art. 5: 


p - = +1, 1. — u = y' - - 1, Yu uU 0, % +2ag, [Ti +2ag (mod.®), 


somit nebst der Gleichung (II.) die Congruenzen: 


! 


R) +2ag =a,-—a, +2ag=P 


—/ (mod.6). 
40* 
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Ist #"=/), so muss q==0 (mod.6) sein. Man setze daher unter 


Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen 
d+J! 


R,Eqg=9g, d=9 ’ Ag, p=l+NQ24;, 

wo d'=( oder 1 ist, je nachdem Jd gerade oder ungerade. Hierdurch geht 
(II.) über in 

I) Q@+P 219) = ®Q,AAy+AIEAgd + A +, 
wo die Form rechts die Invarianten 04, ®7"Q,E hat und 9.2,4,E keinen 
quadratischen Theiler besitzt. Da diese Gleichung so lösbar ist, dass gq' 
nicht durch # theilbar ist, so können auch noch die Bedingungen 

2aq == a, —«a" (mod.d), M1=0 (mod.2,E) 

mittelst der Pellschen Gleichung befriedigt werden. Demnach sind wieder 
f, und f&’ äquivalent. 

Ist "= P,, so braucht man, weil es auf den Werth von «' nicht 
ankommt, nur die zweite Congruenz (1.) zu berücksichtigen. Dann darf yq 
nicht durch # theilbar sein. Setzt man demnach 

RBEgqg=n, V-RHNIn, pH DL, 
so erkennt man wie vorhin die Aequivalenz der Formen f, und ff”. 

Daher gilt allgemein der Satz: 

Ist >00, so sind die Formen f, sämmtlich äquivalent. 

43. Sind f und g zwei nichtäquivalente Formen desselben Ge- 
schlechts der Invarianten 2, / und 2,0, |4,>0, so sind auch die 
Formen f, und g. der Invarianten 2, 40, welche jenen entstammen, nicht 
äquivalent. Dies ergiebt sich folgendermassen: 

Da alle f, und ebenso alle g, unter sich äquivalent sind, würde aus 
der Aequivalenz von f, und g. auch diejenige der Formen ff”? und g% folgen, 
welche der Annahme «@’ = 5" =0 entsprechen. Ginge nun ff” in g% über 


.:- ERS 
durch die Substitution | $ 7’ T }, so ginge fingüber durch | 5 m HT 
&" n' e" 05" On" Br 


Setzt man aber, wie immer, die Formen in der im Art. 2 angegebenen 
Weise präparirt voraus, so folgt aus den Transformationsgleichungen, dass 
> © 20 (mod.d) und f mit g äquivalent wäre, gegen die Voraussetzung. 
Somit enthält das Geschlecht von f. genau so viele Klassen wie das ent- 
sprechende (Geschlecht von f und es gilt der Satz: 
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Beim Uebergange von den Invarianten (2, 4 zu 42, 40 bleibt, wenn 
4 durch ® theilbar ist, die Klassenanzahl in jedem Geschlechte unverändert. 

Durch successive Anwendung dieses Satzes gelangt man offenbar zu 
folgendem Resultate: 

Stellt man (2 und 4 als Producte von Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen dar, reducirt in dieser Zerlegung jeden Exponenten auf 2 oder 1, je 
nachdem er gerade oder ungerade ist, und erhält so aus 2, 4 bezw. 42,, 4,, 
so enthält jedes Geschlecht der Invarianten 42, 4 gleich viele Klassen wie 
das entsprechende Geschlecht der Invarianten 42, I, 

Die Bestimmung der Klassenanzahl ist somit auf den Fall zurück- 
geführt, in welchem die Invarianten keine kubischen Theiler besitzen. 

Setzt man 2 = 02,125, 4 = 4,JI7r, so erhält man aus jeder Klassen- 
a,a', a’ 
bb’, db" 
zug auf jeden Primfactor von (24 den Bedingun 


repräsentanten ( der Invarianten (2,, f,, deren Coeffieienten in Be- 
gen genügen 
2,4}, 


b B>_ A “ b' jr 2,,02,4 7, I, . bh F . $2,,82, f a 


a=—_I). ad = 2. «dÜÜ-= 


eine Repräsentante der entsprechenden Klasse der Invarianten (2, / in der Form 
[ d, 2:,a. Serdira”\ 
\RHAnb, Aundnb, Rub' / 

Hieraus und aus dem Schlusssatze von $ 6 ergiebt sich zur Bestim- 
mung der Klassenanzahl eines vorgeschriebenen Geschlechtes @ der In- 
varianten (2, / die Regel*): 

Ist © der grösste gemeinschaftliche Theiler von 2 und 4 und sind 
(2, 4; die grössten in (2, 4 aufgehenden Quadrate, A= I! 1= A 4:: 
M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von {2 und 4; 9,®,,....®, die- 


jenigen verschiedenen Primfactoren von ©, für welche 


/ Ze) af —SUFN\_ 1 
Bee 
ist, wo I,= 40 oder = 4 (2, = 20," oder = 2) ist, je nachdem 6, in 


I (2) aufgeht oder nicht; ist endlich 2" die Anzahl der verschiedenen unter 


9 RN /d 
re 1 Re 


*) Vgl. die Note, dieses Journal Bd. 112, S. 87. Auf 8.88 Z.4 v. o. ist die 


Clausel (> 3) wegzulassen (nach Art. 19). 


den Totalcharakteren 
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aller positiven und negativen Theiler d von 2M, (wo d,=d67' oder =d, je 
nachdem 6, in d aufgeht oder nicht), so ist die Klassenanzahl des Geschlechts 
(@ gleich 2”, 


$ 8. 
Erweiterung der Untersuchungen in $ 3—5. Beweis des Satzes N. 

44, Die bisherigen Untersuchungen reichten zwar hin, um die Klassen- 
anzahl für beliebige ungerade Invarianten zu ermitteln; dagegen bedürfen 
sie noch einer Erweiterung, wenn es sich um den allgemeinen Beweis des 
Satzes MI in Art. 16 handelt. Von den Voraussetzungen in $ 3—5 über 
die Invarianten 29, 40 soll jetzt die erste, dass dieselben keinen kubischen 
T'heiler besitzen, noch beibehalten, die zweite aber, dass ihr grösster gemein- 
schaftlicher Theiler © prim sei zu 427, fallen gelassen werden. Die Unter- 
suchung gestaltet sich dann derjenigen in $ 3—5 ganz ähnlich und führt 
zu analogen Ergebnissen, weswegen es genügen mag, hier die Haupt- 
momente derselben mitzutheilen. 

Es seien wieder 3, 4, © die grössten in 2, /, © aufgehenden 
Quadrate, 2= 2,02, 4I=4AHI, = 09,9, 42, der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von 42, und 9,, 4, derjenige von /, und ©,, endlich 

= 22, A=Nıd. 9,= 24,9, 


Dann enthält das Product 2,2,2,4,4,4,0,0, keinen quadratischen Theiler 
und die Invarianten lauten 
2O=- 22210 19= A, 222,99. 

Nun gilt der Satz: 

Jede primitive Form der Invarianten 20, 40 lässt sich aus einer 
primitiven Form der Invarianten 2° = 2,24,0, 4 = 4,4,2,9, durch eine 
Substitution der Determinante 2?4,9,9, ableiten, und zwar erhält man alle 
primitiven Klassen (jede im allgemeinen mehrmals) der Invarianten 20, 
40, wenn man auf jede Form eines vollständigen Systems nicht äquivalenter 
primitiver Formen der Invarianten 2, 4° alle eingerichteten Substitutionen 
der Determinante 2?4,9,9, anwendet; d. h. alle Substitutionen der Form 

2.09, 0 0 
T=12,9ı€ 2,4, 95 09 0 


2,91 @ 2,4, 9,91" 2,429 
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wo 2, Ana dt, m = 9 mm 9, ist und «, a, P 
diejenigen Zahlen vollständiger Restsysteme nach den Moduln 2,4,9, 0. 
2,.I4:0, 214,0» bezw. durchlaufen, für welche a+a«” prim wird zu 
2.0. In 05 (a +a'P”) prim zu 20. 

Weiter ergiebt sich: 

Alle derselben Form der Invarianten 2, / entstammenden Formen, 
welche denselben Zerlegungen von 2, 4, 9, 9, ausserdem mod.2,0, 
congruenten Werthen von « und mod. /,0,, eongruenten Werthen von 9" 
entsprechen, sind äquivalent. 

Sind die soeben genannten Bedingungen für zwei Formen f, (k= 1, 2), 
welche derselben Form f der Invarianten 2, 4 durch zwei eingerichtete 
Substitutionen 


52,6, 0 0 
Die 8 Re: 2, A A ( 
20 2, OB IH 
2,0 
T, = | 2,91% 22Iı 09 


! 


‚2 91 2241 92 (aß 2,4202 
entstammen, nicht erfüllt, so ist der Satz in Anwendung zu bringen: 
Damit die Formen f, und f, äquivalent sind, ist nothwendig und 


hinreichend, dass es eine (ganzzahlige) automorphe Substitution 


4 u v 
A=Iı u Vv 

„tr 3 2 

h u v 


von f giebt, deren Coefficienten den Congruenzen (10.) und (11.) des Art. 13 
genügen, für welche die Moduln jetzt aber bezw. 2,0, und 4,0, sind und 
in welchen &,, 4, 7x; 0; wieder durch die Congruenzen («), (?) bestimmt 
sind, deren Moduln 
Fr Ir I I; 

nunmehr die grössten gemeinschaftlichen T'heiler von 
2,9, und 2,045 20, und 2,05 Ir 0a und I,04; Su und 11,0 
(k 1) bezw. bedeuten. 

45. Die Discussion der Congruenzen (10.) und (11.) zeigt nun 
wieder, dass sie sich für zwei demselben Geschlechte @ angehörige Formen 
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f, und f, stets erfüllen lassen, ausgenommen für diejenigen Primfactoren 6, 
von 2,0,, für welche zugleich 


FO SH nr 


und für diejenigen Primfactoren 9, von 4,0,, für welche zugleich 





(0,.) Eu B) 41. KAPERE 





ist, ww = 02,4. = Ih2,09, 0, (0) = 1 oder 0 ist, je nachdem 6, (6,) 
in ©, (4,) aufgeht oder nicht. 

Für den Beweis der Auflösbarkeit der Gleichung (II.) unter den an- 
segebenen Bedingungen bedarf es jetzt des früher angewandten Inductions- 
verfahrens nieht mehr, da an Stelle der Form F, des Art. 35 eine Form 

tritt, deren Invarianten den Voraussetzungen des $ 3 entsprechen, unter 
va die Richtigkeit des Satzes A bereits nachgewiesen ist. 

Werden die Producte der Primzahlen # und ®, welche den Bedin- 
eungen (9,) und (6,) genügen, bezw. mit 7, und 7), bezeichnet, so ist wieder 
"= T\,T, die Grundzahl des Geschlechtes @, die Zahlen 4 bestimmen sich 
dureh die Congruenzen (19.) und (20.) des Art. 16, und die Gleichung (21.), 
in welcher jetzt d einen positiven oder negativen 'T'heiler von 2 /,9, (dem 
verdoppelten kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen von 42,, #,) bedeutet, 
d.h. der Satz D, giebt auch hier das Kriterium für die Aequivalenz der 
Formen f, und f. Um über die Aequivalenz zweier beliebigen Formen 
desselben Geschlechts der Invarianten 20, /0 zu entscheiden, hat man aus 
(k=1,2) die 


Ar, AAN 


ER, * e dx, 
den ihnen äquivalenten Hauptrepräsentanten j, = ? hp) 
ks k 


ke. 
d;. 2, (9,0,) ax 

(2,9,9,)"b4,(9,9,)"bi, Rh, 

valent sind und aus derselben Hauptrepräsentanten f durch die Substitutionen 


Formen 9, | ) zu bilden, welche äqui- 


S, hervorgehen mögen. Bezeichnet dann S die Substitution = y, © = Ay), 
vr =0,0,y , so geht f; aus f hervor durch die Substitution SS,, welche 
in eine eingerichtete und eine nachfolgende unimodulare zu zerlegen ist, 
u. s. w. wie früher (Art. 17). 

46. Auch bei der Erweiterung der Untersuchung in $4 über die 
Darstellung einer binären Form durch eine ternäre erhält man den früheren 
völlig analoge Resultate; insbesondere bleiben die Sätze D, E&, %, © ihrem 
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Wortlaute nach gänzlich unverändert*), wenn man den Zahlen d, /\, 7; 
die im vorigen Artikel angegebene erweiterte Bedeutung beilegt. 

Aus dem Satze © ergiebt sich sodann wie in Art. 34 der Satz 
für solche ungerade Invarianten, welche keinen kubischen Theiler besitzen. 
Endlich erkennt man aus dem in Art. 43 angegebenen Uebergang von 
diesen Invarianten zu beliebigen ungeraden Invarianten sofort die allgemeine 
Gültigkeit des Theorems X. 


$ 9. 


! 


jeweis der Auflösbarkeit der Gleichung p?— 2 F(g, g', q’') = e unter den in $2 


aufgestellten Bedingungen. 

47. Wie zuerst Herr Hermite bemerkt hat**), reprodueirt sich die 
quaternäre Form p’—2F(g, g,gq') durch Multipliecation. Nennt man zur 
Abkürzung eine den Bedingungen des $ 2 entsprechende Auflösung der Glei- 
chung (II.) brauchbar, so gilt der Satz: 

Sind & und e&, relativ prim, so folgt aus zwei brauchbaren Auflösungen 
der Gleichungen 

p—2F(g, g,g)=& P—2Flq, gm )=E 
auch eine brauchbare Auflösung der Gleichung 
P—42F(q, 9, E)=&=E8 
mit Hülfe der Formeln: 


p = ppı+2j(Ag+Bg+Bg )gn+(B’g+Ag+Bg")g+(Bg+Bgq+A'd)qi |; 


2 =pq +agpı + ang )+b lg )+ ba gg), 
pp tgm tb ng a)ralgn—gg)+ bla gq), 
2 pn tg pr bg + ng) ra" (ggg). 

Um die Brauchbarkeit dieser Auflösung nachzuweisen, hat man zu 
zeigen, dass die Bedingungen des $ 2 in Bezug auf jeden Primfactor @# von 
24 und in Bezug auf den Modul 2 erfüllt sind. Da & und e, relativ prim 
sind, kann # nicht in beiden zugleich aufgehen; es sei daher 

ab, .=0; also n=n. 
Ist n=0, © >0, so istnach $2 (Bd. 113 S. 199) eR® und &, RP; 
also auch 





n=0, &ARB. 


*) In & (Art. 32) ist statt „Gruppen“ zu lesen „Systeme von Totalcharakteren“. 
**) Dieses Journal, Bd. 47, S. 324; vgl. auch Bachmann, ib. Bd. 71, S. 299. 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 41 
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In den übrigen Fällen ist 7„>0 und man überzeugt sich mittelst 
der Formeln (1.) sehr leicht, dass die für p, q, g’, q’, &, aufgestellten Be- 
dingungen in gleicher Weise auch für p,, 9» 9% 9, (&), gelten. Ist ins- 
besondere <= 0 (mod.4), &, ungerade, so sind nach Voraussetzung a, a’, a", 
A, A, A" ungerade, b, b', b’, B, B', B’ gerade, p, q, q, q’ ungerade 
und aus den Formeln (1.) folgt sofort 

PP eptgtgtg: (mod.2), 
aus der Gleichung p—2F(q,, q, 1) = & aber pn + +q+g, == 1 (mod.2); 
somit sind p, 9, 9, g, ebenfalls ungerade. 

48. Die Auflösbarkeit der Gleichung (Il.) unter den Bedingungen 
(Voraussetzungen und Forderungen) des $ 2 bleibt jetzt nur noch für den 


Fall zu beweisen, dass e= —1, 2, 4 oder Potenz einer ungeraden Prim- 
zahl # ist. 
1)e=-—1l. 


Es muss —1AR42 sein, was in $2 durch die Bedingung ausgedrückt 
ist, dass eR6 sein muss, wenn 7„=0, >60 ist. Ist dann p eine Wurzel 


der Congruenz p' == —1 (mod.2), so setze man p=P+.2z2. Dadurch geht 
die Gleichung (II) über in 
f ! p’+1 p’+1 fr 2 ' 7 
(A .) u 0 +2p2+423 =F( 4,9). 
p’+1 


Nach Satz U ist diese Gleichung auflösbar, wenn — 9 prim ist zu 424, 


; o FRO® in Bezug auf jeden Primfactor 6 von / und wenn p’-+1 einer 


der Zahlen 2, 3, 5, 6, 7 congruent ist (mod.8). Letzteres ist der Fall, so- 
bald p nicht durch 4 theilbar ist, was für z drei zulässige Werthe (mod.4) 
giebt. Was die zweite Bedingung anbetrifft, so ist zu unterscheiden, ob ® 


N ‚ ’+1 
in (2 aufgeht oder nicht. Im ersten Falle muss, wenn Er =p, ge- 


2 
( —n ; r ) 


sein, und da jetzt ® nicht in p aufgeht, lässt sich z (mod.6) immer dieser 
Bedingung gemäss bestimmen. Geht # in 42 nicht auf, so muss 
er 
0 0 
werden; auch diese Bedingung ist bekanntlich durch einen oder mehrere 
Werthe (mod.#) von p und somit von z erfüllbar. Endlich muss und kann 


setzt wird, 


ERENTO LET PETE 
R } ® w da F er a 


DURING 


vn 


si 
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z in Bezug auf jede in (2, aber nicht in / aufgehende Primzahl als Modul 
so bestimmt werden, u dieselbe in 2pz+p, nicht aufgeht. Bestimmt 


man nun z so, dass es nach dem Modul 4 und den verschiedenen Prim- 
factoren von 2 und / je einem der gefundenen Werthe congruent wird. 
so sind alle Bedingungen des Satzes W erfüllt. 


2) e=2. 

Dieser Fall ist dem vorigen ganz analog. 
3) e=4 

Setzt man p = 2+.42z, so geht (ML) ) über in 


42+43° = F. 
Der Bedingung des Satzes A für den Modul 5 wird durch jedes ungerade 


Ast (F 
( m er 5) 
sein in Bezug auf jeden Primfactor # von 4; also, wenn 9 in 42 aufgeht: 
(23 ) Ye 
1) \7) 


Wenn # in £2 nicht aufgeht, führe man z an Stelle von z ein durch die 


z genügt; sodann muss 


Congruenz 32 —— 1 (mod.#). Man erhält die Bedingung 
( 42'+82 \ 5 ( F\. 
0 / \0/ 
lc PRESSE sind im allgemeinen alle zugleich erfüllbar. Nur 
wenn 9=3, |2,=0 und 2FR3, kann der letzteren nicht genügt werden, 
da z’ nicht durch 3 theilbar sein darf. Doch kann man dann F durch 3 
theilbar machen, indem man ||, = u, q’ = 3*q,, 3 = 3*z, setzt. Hierdurch 
geht (1l.) über in 
4, +32 = I Ag+3TAg +HAN +, 
wo nun die erste rc der Form rechts den Factor 5 nieht mehr ent- 
hält und die Schwierigkeit beseitigt ist. Endlich kann noch gezeigt werden. 


dass auch g, q, q' ungerade werden, wenn, wie vorausgesetzt, a, a’, a’ 


2 
ungerade, b, b', b’ gerade, (2A, 2A, (24 sämmtlich von der Form 42-+3 
sind, also a «a == a’ (mod.4). Dann folgt nämlich aus der Gleichung 11) 
die CGongruenz g+g +9" = 3 (mod.4), welche nur möglich ist, wenn 
q=g =g =l (mod?) ist. 

4) E=M, 

Auch die verschiedenen hier zu unterscheidenden Fälle bieten keine 
41* 
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Schwierigkeiten. Im Falle »>0, 0 >0, a) z. B. wird man setzen können 
pP, =, =. 
Hierdurch geht die Gleichung (II.) in 
22 +2, = AP +AR HA rg” +- = Flg, 95 M) 
über, wo F, eine primitive Form der Invarianten 4,0”, 02,0’ ist und z durch 
9 nicht theilbar und so gewählt werden muss, dass 


DH u TI -() 


wird für jeden Primfactor 0 von 4, Damit wird die Behandlung dieses 
Falles derjenigen für &e=4 analog; er möge daher, wie auch alle übrigen, 
übergangen werden. 

Nach dem vorigen Artikel folgt aus der Auflösbarkeit der Gleichung (II.) 
für die hier aufgezählten Specialfälle nun auch diejenige für den Fall, dass 
e verschiedene Primfaetoren enthält; daher gilt der Satz: 

Die Gleichung P—2F(g, g, q’)=e ist unter den in $ 2 aufgestellten 
Bedingungen stets auflösbar. 


Zürich, September 1894. 


Nachtrag. 


Von indefiniten Formen gerader Determinante möge hier noch der 
Specialfall erwähnt werden, in welchem die Invarianten Potenzen von 2 
sind: 2=2°, 4=2°. Diese Formen sind sämmtlich Nullformen. 

Ist >2, 0 >2, so existiren zu gegebenen Invarianten 12 oder 8 
Geschlechter eigentlich primitiver Formen, je nachdem w, d gleichzeitig 
gerade sind oder nicht, und zwar sind es diejenigen, welche mit dem Satze 
verträglich sind: 


£zh, 24 
Die Relation (-1) ° =(-1) * =-—1 ist nothwendig oder unmög- 
A 
lich, je nachdem (—1) ° ee ER TRREN, e "Wr +1 ist. 


It >4, 0 >4, so enthält jedes existirende Geschlecht zwei 
Klassen oder nur eine Klasse, je nachdem die Bedingungen 


En Kutter. 
-)" -4,.ch" “HH 
gleichzeitig erfüllt sind oder nicht. 


EN 


0=8, 
= 
v >4 
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In den übrigen Fällen kommen zwei Klassen nur noch vor für 





1 F—1 
o=3,0=3 im Geschlechte ER =+l, (-) ’ =+1 
F—1 f—1 F?—1 
»—= 3, 0>>4 inden Geschl. (— 1y® Ei 2 "=+lf, (-D)’ =(-1N)°’ =+H. 
o>ad=B- » oT = +1, 1): —-+l 


Für 8 >4, 0 >4 enthält folgende Tafel ein vollständiges System 
nichtäquivalenter primitiver Formen der Invarianten 2”, 2°: 
I. w=2m, d = 2n. 


2, 2m a), ON a, u () » a, Yen 2 () 
EM 0. 0, (0 ZUR Dh &% zutn co: 
a,=-—l, 3, 7, = —-3,13, «= +l, +3, +63, a=1,3,5,7. 
LI. ER N ö=2n. Il. »®=2m, d=2n+Hl1. 


1 Ym+1g Li Im I2m+2n- +, 0, a. ’m+ı 0 
r) I ’ 
Ym+n4 Pr » Imtn+i - er ), Zm ( y/? (6 Dm-+n N) 


>» +1, +3, +, a=-—l, 3 —5, 1,15, sa=+1,+3, +7, a= +1, +3, —7. 
IV. »w=2m+1, d =2n-+1. 
a, ze () /a, zer 0 
I )- 


ME aa JENE „UL 0 2a u 


o=+L, +3 +7, s=+1,+3 —. 


(% Br. 808 
& 


\), Im 4 a‘ Im +1, 


Während des Druckes des letzten Bogens der gegenwärtigen Arbeit 
ist bei der Redaction die schmerzliche Nachricht aus Zürich eingetroffen, 
dass der Verfasser, Dr. A. Meyer, Professor an der Universität Zürich, am 
7. Juli d. J. aus dem Leben geschieden ist. Er hatte trotz seines schweren 
Leidens mit Ausnahme der beiden letzten Bogen noch die Correeturen seiner 
Arbeit gelesen, welche den Abschluss einer Reihe von Abhandlungen bildet, 
die er in unserem Journal vom 98. Bande an veröffentlicht hat. 

F. 











Relations differentielles entre les periodes 
des fonetions hyperelliptiques p = 2. 


(Extrait d’une lettre de M. F. Brioschi a M. L. Fuchs.) 


1. D’etnde de vos interessantes communications A l’Academie de 
Berlin „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen“ (Sitzungsberichte 
1888, 1889, 1890) m’a reconduit & la consideration des relations differen- 
tielles existantes entre les periodes des fonetions hyperelliptiques p = 2. Je 
m’etais deja occeupe de ces relations, mais d’un point de vue un peu 
different, dans une communication & l’Academie des Lincei (Decembre 1888), 
mais les proprietes caracteristiques, et selon moi d’une grande importance, 
de votre &quation differentielle du einquieme ordre (S. 23 (1.)) m’a montre 
que par cette voie on serait arrive A de nouveaux resultats. 

Vous savez que si un systeme fondamentale d’integrales y,, Y., 9; 
d’une &quation differentielle du troisieme ordre est li@ par une relation qua- 
dratique, linvariant de V'equation est nul, et l’&quation est &quivalente A son 
adjointe*). 

M. Darboux a dedie un chapitre (le 5" — livre IV) de sont excel- 
lent trait€ „Sur la theorie generale des surfaces“ aux dquations diffe- 
rentielles lineaires d’ordre öimpair &quivalentes & leur adjointe. Votre @quation 
du 5°" ordre jouit de cette propriete: ses deux invariants des degres impairs 
sont nuls et en consequence elle est @quivalente A son adjointe. 

ön indiquant par 


Vins Vom: Nm» Na (m =1, 2, 3, 4) 
les periodes de premiere et de seconde espece; et par f(x) une forme du 
*) Fuchs: Ueber lineare homogene Differentialgleichungen etc., Acta Mathematica 


vol. I pag. 332. Wallenberg: Anwendung der Theorie der Differentialinvarianten etc. 
Dieses Journal Bd. 113 S. 36. 
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sixieme ordre, je pose avee M. Wiltheiss *) 


J 
ER 5 dx =} ad. 


2/: Yf(e) ' Vf(@) 


| 1 g,(=) | 1 '9,(x) 
ı = dr T, , = J — Ir 
; Bro u 3.) To 


etant: 


gı(z) = 2Bpl)-ahee)], g:(E) = 2fı(®) 


et 
1 u \ (N | Z 
fi L) = af (€), f: TC) = 5.6 f (€), 


Soit z une racine quelconque de l’e&quation f(x) =0, et fı, fi. f ete. les 
valeurs de fi(z), f(x) ete. en substituant, au lieu de z, cette racine. On 
obtient ces premieres &quations differentielles: 


’ dw j 
3.4fı Feel las -n+ten+2,,—25ß6—-ef,)o,, 


do, ” _ do, 
ieh oe " dx 
dn, = In.+23.f5r,—9rf,) 1206-1 13 I 3L— 
dx + oh—2rh)n—: - ef, +52 f)o; (Sf: ef) — 
dn, e 


E ei ; f; w, + 10 6 RB 2 f;) u. r z ir 
2. Soient: 


Pr = 0,0, — 0,0; 


2r 9 (rs nm Nr Nr» L,, == W,, N.,W,, N Ir y 
Ur; un 9,,Nıs I ,,Nır +9,,n I?r —W, Ns; Ü,; —— N, W,,— NW», , 


les relations connues entre les periodes conduisent aux suivantes: 

Patpa=0, tga=I, tt =0, ut =(0, 95 +00) 
et en posant: 

Pı=Pı» Ps=Pa, Ps= Ps = Pr, Pr=Pıa, Pı= Ps 

et analoguement pour les g,, #,, ete. on a les relations identiques: 
(Pr) =I =, ()=t, Wr) =t, (w)=l, 
(1) I (pt) =0, (pw) =(0, (p%)=0, (b)=0, (u)=0, (5) =$, 
(tu) =0I, (vu) =0, (p)=C, (o)=—E 





*) Partielle Differentialgleichungen der hyperelliptischen etc. Mathematische Annalen 
Bd. 31 S. 156. 
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etant C une constante relativement aux racines de l’Equation f(x) = 0, limites 

des integrales @,, ®,, ...; comme nous allons d@montrer. Nous avons E£erit: 
(Pı9) = PıgstPsı+ 2Ps15+P294+PaQ2- 

Si Yon designe par p, g, t, ... Vune quelconque des quantites p,, Pa --- 

Is 9a ...; et parp',g,t,...leurs derivees relatives A la racine x, on deduit 

des &quations superieures les suivantes: 

3.4.fip = -et+ru—ov—bfp, 

3.4.fıl —g—2Bf-—-2rf,)t—2f;u+Lp, 

3.2.fiW" = -—cg+2 Bf -3ch+efß)t—2fo+Mp, 

3.4.fiv = —a’g+2 Bf -3eh+rfk)ur2fp—2rfh)e+Np, 

3.4.fıg = Nt-Mu+Le+6fg 


ayant pose: 


nn 
IV 
u 





L=360ß-9fh), Le-M =6(2fh—3fh) 
Lx’—2Mz+N = 3.48 —4fıf)- 
Ces quantites Z, M, N sont liees & la forme f(x) du sixieme ordre d’une 
maniere remarquable. En effet, en indiquant par k le covariant biquadratique 
de cette forme: 


k=(ff = (hy hin... A)lz, 1)' 
et par A l’invariant quadratique, on trouve que 
L= 3.4(k,2’”+2k0+k,)+&A, 
M= —3.4(kh,a2’+2m,0+k,)+% Ar, 
N= 3.4,’ +2k,c0+k)+$ Ar’, 
et en consequence: 
L&—-2Mx+N = 3.4.k, 
LN—M = 3°.8(1Ak+2%i), 
et i l’autre covariant biquadratique = 1(kk),. 
La premiere et la derniere des &quations (2.) donnent & cause des 
identites (1.) que 
(Pi)+(qps) = 0 


ainsi 
(P195) en C, 
constante comme on a annonce. 
La premiere des &quations (2.) peut s’eerire: 


— et+ru-v = 3.4.fıp+6fhp, 
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et des trois suivantes l’on deduit que 

(3.) at +zu-e = at—lu+6bfp+4ßp, 
et encore de la seconde et de la troisicme: 

(4.) ua = 4142 fp'+3fp. 
Enfin vu que la seconde donne: 

q= 3.4 fi -6ft-Ih Fu—et)+Lp, 

on obtient la valeur de q exprimde par une fonetion de p et de ses derivdes. 
On a. en effet: 
q = 2.3.2] Rp"+8(£p" + ( ® s-hht+zß)P" 
(d.) u Du L 
+19fifı+ z kh)P+ (SZ hk- — + n fh)r]- 


Observons qu’ £tant: 





(pp) =V et en consequence (P,P5) =. 


les relations (3.), (4.), (9.) donnent: 


ZN rs 4 E 
(6.) (pB)=0, (pB)=0, (MB) ggpr 
et en consequence: 
! ! . ! Zi ! rı & 
(pp)=0, (pp)=0, (PB )=- Zr 
2.8 2.f 


et encore: 

PP) = 

FP)Q gupr 
Ces relations sont caracteristiques, comme l’a demontre M. Darboux, pour 
l’equation differentielle du 5'"* ordre &quivalente A son adjointe. Mais on 
arrive facilement & calculer cette &quation en observant que la derniere 
des equations (2.) peut s’erire: 

3.4. fg—bfg = Let—zu+e)—2(Le—M)(et—Lu)+(Le’—2Mc+Nt 
et en consequence qg’ peut s’exprimer en fonction de p et de ses derivees 
jusqu’ä la quatrieme. 

L’on obtient ainsi l’&quation differentielle du 5° ordre dont les 
integrales sont p,, p ..., p5. En posant y= f,p cette &quation prend la forme: 
(7) y +10my+15m'y"+(5J+9m"+16m’)y'+(2J'+ 2m" +16mm')y = 0 
dans laquelle J est l’invariant du quatri&me degre de l’equation differentielle: 

Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 42 
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et m, J ont les valeurs suivantes: 


h:4 F 

u) = dm’ + gr bfk+löpf—-10ß) F 

exprimables par le covariant k et l’invariant A de la forme f(®): 4 
EN 6 Fi 

mM=— —. bJ= 4m’ + — ® E 

sh of: 





L’equation (7.) est, dans une forme differente, celle que vous avez donnee a 
dans les communications & l’Acad@mie de Berlin. L’&quation möme a la F 
forme generale des &quations differentielles du 5” ordre pour lesquelles g 
sont nuls les deux invariants du troisieme et du einquieme degre et J re- Ei | 
presente linvariant du quatrieme degre. Mais dans le cas actuel on doit j | 
observer que: | | ; 
DJ = 37 m + 5 m’+ 54 n SA - m. { | 
Enfin si on veut reduire l’@quation (7.) & la forme normale de M. Darboux: | 
y’+(Ay') +lAy")+(Ay)+Ay = 0 4 | 
on n’a qu’äA poser: & | 
A,=5dm, A,=3J+2m"+8m, | 
et son integrale du seconde degre& est: : | 
yy-yy +3y +2 A,lyy —3y)+Aıyy+Ary" = const. 
1. Juin 1896. 
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Ueber Fundamentalsysteme und bilineare Formen. 


(Von Herrn Georg Landsberg in Heidelberg.) 


Wenn zwei Schaaren bilinearer Formen die gleichen Elementartheiler 
besitzen, so lassen sie sich auf rationalem Wege in einander durch lineare 
Substitutionen überführen. Dieser Satz wurde zuerst von Herrn Frobenius 
in seiner Abhandlung: Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten 
(dieses Journal Bd. 86, S. 146— 209) bewiesen. Eine andere Methode, 
welche in den Vorlesungen über Determinantentheorie ihre Stelle finden 
wird, gab Kronecker; dieselbe beruhte auf einer Verallgemeinerung des be- 
kannten Weierstrassschen Verfahrens der Partialbruchzerlegung. Die Me- 
thode des Herrn Frobenius ist von dieser wesentlich verschieden und be- 
steht in zwei auf einander folgenden Schritten: es werden zuerst die beiden 
Schaaren bilinearer Formen auf rationalem Wege durch eine Substitution 
in einander übergeführt, deren Coefficienten nicht, wie erforderlich, Constante, 
sondern ganze Functionen des Parameters der Schaar sind, und es wird 
sodann die Substitution in der Weise redueirt, dass sie von dem Parameter 
der Schaar unabhängig wird. An diese Methode schliesst die nachfolgende 
Arbeit an, aber indem sie die vorliegende Aufgabe mit der Frage der 
„Fundamentalsysteme für ganze Functionen“ in Verbindung bringt, führt sie 
zu einer Vereinfachung der nothwendigen Operationen; sie zeigt nämlich, 
dass der erste der beiden Schritte, angemessen interpretirt, bereits den zweiten 
in sich enthält und dass es also ganz ausschliesslich die in der Reduetion 
auf das Diagonalsystem enthaltenen Operationen sind, durch welche das 
Problem gelöst wird. Auch die Aufgabe, alle überführenden Substitutionen 
zu finden, über welche zuerst Herr Frobenius einige Sätze ohne Beweis 
publieirt hat (dieses Journal Bd. 84, S. 28 f.), und welche sodann von den 
Herren Maurer (Inauguraldissertation, Strassburg 1887) und Voss (Sitzungs- 
berichte der math. phys. Klasse der Kgl. bayrischen Akademie 1889, 
42” 
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S. 233—300) behandelt worden ist, findet auf dem angegebenen Wege eine 
vollständige und rationale Lösung. — 

Im Folgenden mache ich durchweg von der Symbolik des Herrn 
Frobenius Gebrauch und bezeichne also mit AB dasjenige quadratische System, 
welches aus den Systemen A und B entsteht, indem die Horizontalreihen 
des ersten mit den Verticalreihen des zweiten componirt werden. Das 
Symbol d,,. steht, wie üblich, für Null oder Eins, je nachdem die Indices i 
und % verschieden oder gleich sind. 


I. 


Fundamentalsysteme. 


Wenn in einem Systeme von » ganzen Funetionen niedrigeren als 
nten Grades: 
(1.) u, = hıth,.3+h,3’+---+h,3”" (=1,23,3,...,n) 
die Determinante 
H = Ih; (,k=1,23,3,...,n) 
von Null verschieden ist, so kann jede ganze Function vw, deren Grad kleiner 
als » ist, auf eine und nur auf eine Weise in die Form gesetzt werden: 
= mu tm ++ T,U,, 
worin die Grössen &,, &, ..., x, von z unabhängig sind. Daher kann unter 
dieser Voraussetzung das System (1.) ein „Fundamentalsystem für ganze 
Functionen (n—1)-ten Grades“ genannt werden. Hat man überdies eine 
ganze Function des Grades x, deren höchster Coeffieient gleich Eins an- 
genommen sein mag: 
(2.) F(2) = "+o32"" +92" "+03" "+. +c,, 
so hat jede ganze Function beliebigen Grades mod.F(z) einen Rest von 
niedrigerem als dem »ten Grade. Daher bilden die » Functionen (1.) auch 
ein „Fundamentalsystem für den Modul F(z)“; d. h. jede ganze Function # lässt 
sich mod. F(z) auf eine und nur auf eine Weise in die Form setzen: 
u mm ++ +@,u, (mod.F(z)), 
worin 2, & ..., x, von z unabhängige Grössen sind. Umgekehrt kann man 
aus jedem Fundamentalsystem für den Modul F(z), indem man jede Function 
durch ihren Rest mod. F(z) ersetzt, ein Fundamentalsystem für ganze Func- 
tionen (a—1)-ten Grades ableiten. Beide Begriffe, der des Fundamentalsystems 
für ganze Functionen (»—1)-ten Grades und der des Fundamentalsystems 
für den Modul F(z) sind also nicht wesentlich von einander unterschieden. 
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Unter den unendlich vielen Fundamentalsystemen, welche für einen 
gegebenen Modul F(z) existiren, sind drei von Alters her ausgezeichnet. 
Das erste derselben: 


n—l1 


(1°.) sol Bas, ne, ::-, Kes 
hat das Einheitssystem (d;,) zum Üoefficientensystem, das zweite und dritte 
setzt eine Zerlegung der ganzen Function F(z) in Linearfactoren voraus 
und wird durch die Zagrangesche, bezw. die Newtonsche Interpolationsformel 
geliefert. Ist nämlich 


F@) = (s-8)"(@-5)"...@-6,)”, 


>1, 
worin die Wurzeln Z£, &, ..., £, als von einander verschieden vorausgesetzt 
werden, so bilden die » Funetionen: 
F(z) F(z) F(%) 


[7 


(1°) ld a ne 2, 
F(z) F(:) FG) 
al, '’ (3—6,)? ' EN; (3—L,) ’ 





ein Fundamentalsystem. Andererseits bilden, wenn: 
m u er nf 2 jo‘ 
F(z) u; (2—-5)8—-5)...(8—5,, 


gesetzt wird, gleichviel ob die Wurzeln {,, &, ..., 5, sämmtlich verschieden 
sind oder nicht, die » Funetionen: 


(1) u=1 %=3-L,% = (3-5)(8-0.), ..-, % = (3—6,)(2—06)...(3— 


UN 


En 
ein Fundamentalsystem. Die letzten beiden Systeme lassen sich leicht für 
den Fall verallgemeinern, dass an die Stelle der Zerlegung in Linearfaetoren 
beliebige Zerlegungen der Function F(z) treten. Ist nämlich: 
F(2) = P,(3)P:(z)...P,(z), 

worin die Funetionen P,(z), P:(z), ..., P,(z) zunächst jede zu jeder relativ 
prim sein mögen, und hat man für die Function P,(z) (g=1,2,...,rv) des 
Grades «, das Fundamentalsystem: 


(9) (9) 


m no 


0.) 
so ergiebt sich für den Modul F(z) das Fundamentalsystem: 
a, F%) AD) F(z) PAeD) F(:) 
#&@) " P@) 
AN 
(1%) m. EN, 





„or F@) 


v) ige — » 
° P,@) v P,() 


(v) F(:) (v) F(:) 
) 











‘ 
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Macht man aber keinerlei Voraussetzung über die in der letzten Gleichung 
auftretenden Functionen P,(z), so bilden die Functionen 





P,(2)oi, P,(z)v2”, er P,(z)v), 
(1.) P,(z)P;(z)vP), P,(@)P:(@)o®, ....  P,@)P;(@@)o® 
P,@)P:(2)..P,_(@@)u”, Pı&@).--P,@9)%”, ..., Pı(@@)P:(@)..P,_ı(2)0‘ 


immer ein Fundamentalsystem. 
Aus diesen Sätzen ergiebt sich sogleich eine wichtige Folgerung. 
Es seien P(z) und Q(z) ganze Functionen resp. des Grades » und m und: 
ei a 2 

zwei Fundamentalsysteme für diese Moduln. Dann bilden nach dem Vor- 
hergehenden für den Modul P(z)0(z) die Funetionen 

3) u + a Fe A 53. Pla)e 
stets ein Fundamentalsystem, die Functionen 

(4) Olz)u, Oz)u, ..., O(z)w, P(z)v, P(z)v., ..., P(z)v, 
jedoch dann und nur dann, wenn P(z) und O(z) keinen gemeinsamen Theiler 
haben. Stellt man daher die Funetionen der Reihe (4.) linear und homogen 
durch die Funetionen der Reihe (3.) dar, so ist die Determinante dieses 
Gleichungssystemes entscheidend für die Existenz eines gemeinsamen Theilers 
der Functionen P(z) und O(z) und darf daher als Resultante der beiden 
Funetionen definirt werden. Da nun die letzten » Elemente der Reihen 


(3.) und (4.) identisch sind, so ist die soeben definirte Resultante nichts 
anderes als die Determinante |p,| des Gleichungssystems: 


(9.) O(z)u, Ep, (mod. P(z)) d=1,2...0 
ku:1 


und also ganz unabhängig von der Wahl des Fundamentalsystems o,, ®,, ..., ® 
Die Determinante 


m 


m?* 


p,.| ist aber auch unabhängig von der Wahl des Funda- 
mentalsystems #,, %, ..., 2,5 denn führt man an seiner Stelle ein anderes 
durch die Gleichungen: 





u, = Sr,u, (‚k=1,2,..,0) 
k 


ein, so tritt an die Stelle des Coefficientensystems P=(p,) das System: 
| R'PR, 
dessen Determinante ebenfalls gleich |p.| ist. Die gewöhnlichen Definitionen 
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der Resultante erhält man aus der hier gegebenen allgemeineren durch 
Auswahl specieller Fundamentalsysteme. Legt man nämlich das System (1*.) 
zu Grunde und setzt also: 


—1, e 1 en Ze a z m 
Eu su... eo eu see su... 5 


so hat man die Funetionen der Reihe: 


O(s),: Ols)s,, .. ., Ols)s”',;, Pls), Pls)s,, ..., P(s)s"” 
linear und homogen durch die Funetionen der Reihe 
na ee Fe TER 2, Pi)" 


oder auch dureh die Funetionen der Reihe 


n—1 n „n+1 


are Siamiprigpn, ge BR re. gi 
auszudrücken, welche mit den vorigen durch eine Substitution der Deter- 
minante 1 zusammenhängen, wenn der Coefficient der höchsten Potenz in 
P(z) gleich der Einheit angenommen wird. Thut man dies, so gelangt man 
zu der bekannten Eulerschen Darstellung der Resultante als einer Deter- 
minante der Ordnung »+m. Nimmt man aber in dem Congruenzensystem 
(5.) für &,, %, ..., a, das Fundamentalsystem (1°.), so erhält man unmittelbar: 
Pal = LEI). On), 
also die Darstellung der Resultante als symmetrische Funetion der Wurzeln 
von P(z). Zusammenfassend haben wir den Satz: 
Bilden die n Functionen u,, u, ..., u, ein Fundamentalsystem für den 
Modul P(z) und stellt man die Producte dieser Functionen mit der ganzen 


Function Q(z) linear und homogen durch das Fundamentalsystem dar 


0) (2).u, 2p.u, (mod.P(z)), (k=1,2,...,n) 
5 


so ist die Determinante |p,,| gleich der Resultante der beiden Functionen ((z' 
und P(z). 

Dieser Satz kann ohne Schwierigkeit dahin verallgemeinert werden, 
dass die beiden Funetionen P(z) und Q(z) einen grössten gemeinsamen 
Theiler des Grades n—rv haben, wenn das Üoeffiecientensystem (p,) den 
Rang v hat; doch soll hierauf an dieser Stelle nicht näher eingegangen werden. 

11. 


Zusammenhang mit den bilinearen Formen. 


(rehen wir jetzt von einem beliebigen Fundamentalsystem «,, 4, ..., %, 
für den Modul F(z) aus, so können die Produete dieser Funetionen mit der 
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Variablen z mod.F(z) in eindeutig bestimmter Weise als lineare homogene 
Funetionen von %, 4, ..., a, mit constanten Coefficienten dargestellt werden: 


(6.) su = Fam (mod.F(z)). (,k=1,2,...,n) 





Die Elemente des Systemes («,) verbinden wir durch Unbestimmte zu der 
bilinearen Form: 
A= I 0,2,Yr; (ie1l,2.u%) 
ık 


so entspricht jedem Fundamentalsystem für den Modul F(z) eine und nur eine 
bilineare Form A. Dieser bilinearen Form kommen, wenn wir das System 
(2 O,— (x) (k=1,2,...,%) 


das charakteristische System und seine Determinante die charakteristische 
Function der Form A nennen, die folgenden beiden Eigenschaften zu: 
l. Die charakteristische Function ist gleich F(z). 
2. Die ersten Unterdeterminanten des charakteristischen Systems haben 
keinen gemeinsamen Theiler. 
Denn setzt man die Congruenzen (6.) in das Gleichungssystem um: 
(6*.) =(2 04— 04) = F(2).w,, I AT 


in welchem w,, %,, ..., @, ganze Functionen von 3 bedeuten, so erhält 
man, wenn man die Adjuncte des Elementes (z3d,,—«,.) mit F,,(z) bezeichnet: 


20, —0,.|.%, — F(2).ZF,,(2).w,. (um 1, 2, ...,%) 





Da aber «, %, ..., «, ein Fundamentalsystem mod.F(z) bilden und folg- 
lich keinen, auch in F(z) enthaltenen, Theiler besitzen, so ist die Deter- 
minante |s0,—e,| durch F(z) theilbar, und da beide Functionen gleichen 
Grad und gleichen höchsten Coeffiecienten haben, so sind sie identisch. 
Daher ist 


(T.) u, = = F .(2).%,, (,h=1,%,...,n0) 


und folglich haben die Functionen F,,(z) keinen gemeinsamen Theiler; denn 
ein solcher wäre sowohl in F(z) als auch in «, %, ..., «, enthalten, was 
unmöglich ist. 

Bilineare Formen, welche die Eigenschaft haben, dass die ersten 
Unterdeterminanten des charakteristischen Systems ohne gemeinschaftlichen 
T'heiler sind, mögen im Folgenden als Elementarformen bezeichnet werden, 
weil jede beliebige Form additiv aus Elementarformen zusammengesetzt 


werden kann, welche kein Variablenpaar gemein haben. Hiernach ist jedem 


Am 


ao N 


u 
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Fundamentalsystem «,, %, ..., @, für den Modul F(z) eine Elementarform 
mit der charakteristischen Funetion F(z) zugeordnet, und wenn wir zu einem 


anderen Fundamentalsystem «,, %, ..., #, durch die Substitution 


n 


übergehen, so entspricht diesem die bilineare Form: 
A, = R"AR: 
der Gesammtheit der Fundamentalsysteme für den Modul F(z) entspricht 
also die Gesammtheit der bilinearen Formen, welche aus der Elementarform 
durch eontragrediente Substitutionen hervorgehen. Die so erzeugte Uor- 
respondenz ist aber um so wichtiger, weil auch umgekehrt jeder Elementar- 
form mit der charakteristischen Function F(z) eine Mannigfaltigkeit von 
Fundamentalsystemen für diesen Modul entspricht, welche auf rationalem 
Wege ermittelt werden können. Zu diesem Zwecke hat man offenbar alle 
diejenigen Lösungen «,, %, . . ., #, des Congruenzensystemes (6.) aufzusuchen, 
welche zugleich ein Fundamentalsystem für den Modul F(z) bilden. 
Diese Aufgabe können wir in der Weise behandeln, dass wir zunächst 
die bilineare Form 
=F, 2)2,Y,; (kei 
welche die Adjungirte der Form: 
s3E-A = Z(@d,-a,)ay, r 


ist, mod. F(z) als Product zweier Linearformen darstellen was unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen stets möglich ist. Denken wir uns nämlich die 
ganze Function F(z) in Primfunetionen *) des zu Grunde gelegten Ratio- 
nalitätsbereiches zerlegt: 

F(3) = Pr:(s)P%:(3)...P, (z), 
so giebt es zu jeder Prinfunstion P,(z) mindestens eine Unterdeterminante 
F (2), welche zu ihr relativ prim ist. Nun aber ist: 


F (2). = Fe), y, = ZF,(2)2..2F,,(e).y, (mod. P,*(z)), Ä 


ah 


und wenn wir diese Congruenz mit einer ganzen Function V,,(z) multi- 
” u sehe übrigens leicht, dass zur wirklichen Ausführung der Rechnung nur 
erforderlich ist, die Function F(z) in solche Factoren zu zerlegen, welche zu mindestens 
einer Unterdeterminante F,,(z) relativ prim sind, wozu die Anwendung des Theiler- 
verfahrens schon völlig ausreicht. 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 45 
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plieiren, welche die Bedingung: 
F,(2)V,.(@) = 1 (mod.P,*(2)) 
erfüllt, so erhalten wir eine Relation der Form: 


(8.) =F,(2)@iy: za" 8. = Bi yı (mod. P,*(2)), BE a 0 


worin AP und B{P ganze Functionen von z sind. Bilden wir die Con- 
gruenz (8.) für alle Werthe des Index o von 1 bis v» und bestimmen als- 
dann die ganze Function 4; durch die Bedingungen: 


A, AP (mod.Pr(2)), 4 = A” (mod.P}(2)), --., 4 = AP (mod.P,*(3)), 
die Function B, durch die Bedingungen 
b, = Bf? (mod.P(2)), B,= Bf? (mod.P}(2)), ..., Bk= Bi (mod.P,*(z)), 
so erhält man die gesuchte Zerlegung: 

(9.) ZF,@)ay = Am. EBiy (mod. F(2)). 


In der so erhaltenen Congruenz (9.) müssen nun nothwendiger Weise 
sowohl die » Functionen 4,, 4,, ..., 4, als auch die » Functionen B,, B,,..., B 


ein Fundamentalsystem für den Modul F(z) bilden. Wäre das nämlich z. B. 
für die Funetionen B,, B;, ..., B, nicht der Fall, so könnte man den Un- 
bestimmten y, solche von z unabhängige Werthe /, beilegen, welche nicht 


alle verschwinden und für welche 
EB,ß. = 0 (mod.F(z)) 
k=1 


ist. Dann wäre aber, weil die x, unbestimmt geblieben sind, zufolge der 
Congruenz (9.) auch 


5 F,(z)P; 0 (mod.F(z)) 
—1 


fürö=1,2,...,n, und diese Congruenzen können, da die F,,(z) Funetionen 
des Grades »—1, die 5, aber Constanten sind und F(z) den Grad» besitzt, 
nur in der Weise erfüllt sein, dass: 


r F.(2)P; > U (=1,2,..,n) 
I 
ist. Das ist aber unmöglich, weil die Determinante 
IF,.(@)| = Fl)" | (R=1,2,...,n) 


von Null verschieden ist. Ganz analog gestaltet sich der Beweis dafür, 
dass 4. 4, ..., 7, ein Fundamentalsystem bilden. 
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Nach diesen Vorbemerkungen ergiebt sich die vollständige Lösung 
der gestellten Aufgabe ohne weiteres. Die Oongruenzen (6.), welche zu 
befriedigen sind, sind nämlich völlig äquivalent dem Gleichungensystem (6*.), 
und dessen Lösung wird durch die Gleichungen (7.) gegeben, in welchen 
die Grössen w, beliebige ganze Functionen von z bedeuten. Macht man 
aber jetzt von der Congruenz (9.) Gebrauch, so erhalten die Gleichungen 
(7.) die Form 

(10.) u, A, B,w, (mod. F(2)). RE VORE RE COERRIER. 


multiplieirt erscheinen, nimmt, 


Der Factor = B,w,, mit welchem hier die 4, 
da b,DB, ..., B, ein Fundamentalsystem bilden, bereits dann alle mög- 
lichen nach dem Modul F(z) inecongruenten Werthe an, wenn w,, %. ..., @, 
von z unabhängig gewählt werden, und ist daher eine völlig willkürliche 
ganze Function e. Mit Einführung derselben erhält man also die allge- 
meinste Lösung der Congruenzen (6.) in der Form 

(10%) %, oA, Word, :.., w=0A, (mod.F(3)), 
und unter diesen sind nach dem Früheren alle diejenigen Lösungen zugleich 
Fundamentalsysteme für den Modul F(z), für welche die Function ® zu F(z) 
relativ prim ist. Jedem derartigen Fundamentalsysteme ist umgekehrt die 
gegebene bilineare Form A in der am Anfange des Abschnittes angegebenen 
Weise zugeordnet. 

Haben wir jetzt zwei Elementarformen A = Fa,x,y, und B= &/,x,Y, 
mit der gleichen charakteristischen Function F(z), so ist es leicht, dieselben 
auf rationalem Wege durch contragrediente Substitutionen in einander über- 
zuführen und auch alle Substitutionen zu finden, welche dies zu leisten im 
Stande sind. Sind nämlich a, %, ..., a, und ®,. ©, ..., ®, zwei auf dem 
angegebenen Wege gefundene Fundamentalsysteme für den Modul F(z) 
derart, dass dem ersten die Form A, dem zweiten die Form B zugeordnet 
ist, so ist: 

(11.) zu, = = aM, und ze, 7 (mod. F(2)l, *= 


Als Fundamentalsysteme stehen aber die «, und e, in dem Zusammenhange: 
(12.) u, = Pati, (k=1,2,...,n) 


worin die von z unabhängigen Coefficienten p,, wiederum rational ermittelt 
werden können und eine von Null verschiedene Determinante besitzen. 
Dann führt dieselbe Substitution auch die beiden Bilinearformen in einander 
43* 
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über, denn aus (11.) und (12.) folgt zunächst: 


32 Pav un < Pr: (mod.F(3)) a 


und sodann mit Hülfe des zweiten Congruenzensystemes (11.): 


= paßu: == 2 04 Ppud, (mod.F(z)). GhiI=12...,n) 


Diese Relationen können aber, weil v,, ©, ..., v, ein Fundamentalsystem 
bilden, nur dann bestehen, wenn für jedes ö und !: 


ZPaßi un = &rPxı 

ist. Also ist in der That: 

(13.) PB=AP oder B= P’AP 
d.h. die Formen A und B sind durch contragrediente Substitutionen in 
einander transformirbar. 

Um jetzt alle Systeme X zu finden, für welche die Gleichung: 

(14.) AX = XB 
besteht, haben wir nur den umgekehrten Weg einzuschlagen. Ist X = (z,) 
und ist ®,, ©, ..., ©, wie vorher ein Fundamentalsystem für den Modul 
F(z), welchem die Form B zugeordnet ist, so folgt zunächst, dass 


Sr Pud) = ZU Bd, (mod. F(2)), Gkı=1,2,...,n) 
also, weil 3/0 = zv, ist, dass 
PERL) = BR PN} (mod.F(2)) item, 0) 
k k l 


ist. Setzt man also 


Un 


; = ZIr,0, (mod.F)), 


so Ist S, Sa». +, 5, eine Lösung des Congruenzensystems 


n 


(16.) 3 (30,—0,)5, = 0 (mod.F(z)), 
l 


k 
und jede Lösung dieses Systems liefert, linear und homogen durch das 
Fundamentalsystem »,, d., ..., vo, dargestellt, ein System X. Die allgemeinste 
Lösung des Systemes (16.) erhält man aber, wie vorher bewiesen, aus dem 
Fundamentalsystem #,, %, ..., %,, welches zu der Form A gehört, durch 
Multiplieation mit einer beliebigen ganzen Function $(z), so dass 


HERE) Bgm +: Sp) 
ist. Stellt man diese Funetionen linear und homogen durch die v, dar, so 
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erhält man offenbar nach (12.) für das Coeffieientensystem x, dasjenige 
System, welches durch Zusammensetzung von P mit einem zweiten System 
entsteht, durch welches die Funetionen g(z)v, als lineare und homogene 
Verbindungen der o, dargestellt werden. Ist also: 


(17.) p(2)v, = = pa0 (mod.F(z)) mi ou 


und ?= (g,), so ist X = P® die allgemeinste Lösung der Gleichung (14). 
Unter diesen Lösungen haben nach dem Schlusssatze des ersten Paragraphen 
diejenigen Systeme X eine von Null verschiedene Determinante, für welche 
die Funetion y(z) zu F(z) theilerfremd ist. 

Dieses letzte Resultat kann aber noch in anderer Form ausgesprochen 
werden. Denken wir uns die Gleichung (17.), in welcher F(z3) und das 
Fundamentalsystem ®,, ©, ..., v, fest gewählt sein mögen, für alle mög- 
lichen ganzen Functionen (z) gebildet, so können wir jeder Funetion p(z) 
ein und nur ein System ? zuordnen. Haben wir jetzt zwei Funetionen 
p(z) und g(z), denen die Systeme ? und 2" zugeordnet sind, so ist 
offenbar der Summe $(z)-+g(z) das System ?+2C, dem Product p(2)gp"’(z) 
das System PU) zugeordnet. Da aber der Function y(z) =z das System B 
nach (11.) zugeordnet ist, so folgt jetzt, dass das System 2 in Gleichung 
gleich y(B) ist. Daher gilt der Satz: 

Man erhält alle Lösungen der Gleichung AX=AB aus einer (P), 
deren Determinante von Null verschieden ist, indem man dieselbe mit einer 
beliebigen ganzen Function von B zusammensetzt. 

Nimmt man B=Aan, so darf man P=E setzen und man erhält 
den Satz, den Herr Frobenius ohne Beweis in diesem Journal Bd. 84 
S. 28, XIII angegeben hat: 

Eine Elementarform A ist nur mit solchen Formen vertauschbar, welche 
ganze Functionen von A sind. 

Der Gesammtheit der ganzen Functionen %(z) entspricht vermöge 
der Congruenz (17.) die Gesammtheit der bilinearen Formen g(B), welche 
ganze Functionen von B sind. Ist Y(z) durch F(z) theilbar, so ist 
P=(y,)= 0, und umgekehrt damit ?®= (0 werde, muss, weil o,, ®., ..., ®, 
ein Fundamentalsystem bilden, g(z) durch F(z) theilbar sein. Daher ge- 
nügt die Elementarform B der Gleichung des Grades », F(B)=(, und es 
giebt auch keine Gleichung niedrigeren Grades, welche durch B befriedigt 


würde (Frobenius |. c. S. 12). Jede ganze Funetion y(B) von B kamn 














342 Landsberg, über Fundamentalsysteme und bilineare Formen. 


ebenso wie die Function g(z) in (17.) unter den »ten Grad erniedrigt wer- 
den und die Gesammtheit der Formen Y(B) kann daher als ein Gattungs- 
bereich von Formen bezeichnet werden. Jedem Fundamentalsystem für den 
Modul F() v,=w,(z) (h=1,2,...,n) entspricht ein Fundamentalsystem 
V.„= w,(B) von Formen, durch welches alle Formen des Gattungsbereiches 
linear und homogen dargestellt werden können. Nach dem letzten Satze 
gehört eine Form dann und nur dann zu dem durch die Elementarform B 
gebildeten Gattungsbereiche, wenn sie mit B vertauschbar ist. 

Da zwei Elementarformen durch contragrediente Substitutionen in 
einander übergeführt werden können, falls nur ihre charakteristischen Func- 
tionen F(z) identisch sind, und da jedem Fundamentalsystem für den Modul 
(2) eine bestimmte Elementarform entspricht, so erhält man je nach der 
Wahl des Fundamentalsystems verschiedene Normalformen für bilineare 
Klementarformen mit der charakteristischen Function F(z). Nimmt man 
die Fundamentalsysteme (1’.), (1°.), (1°.) des ersten Paragraphen, so erhält 
man unter Anwendung der dort eingeführten Bezeichnungen die Normal- 
formen: 


(1°.) 9: + %,%3 + : +r.-1% FL, (€ Y, &Y,.-ı + 639, na ++6,Yı). 


/Tb  (# 0) z,(E (0) „,(2) lo) z1(e) 1 lo) ze 3 
(T’.) n Ey + +2 ee | 


eu 291)? 

(1°.) Setup + +62, y, ty + Sy + + 2._1Y. 
Die zweite derselben ist (mit unwesentlicher Modification) diejenige, welche 
Herr Weierstrass in seiner grundlegenden Abhandlung vom Jahre 1868 ein- 
geführt hat. 

Die hier betrachtete Aequivalenz, bei welcher es sich ausschliesslich 
um contragrediente Substitutionen handelt, ist nur scheinbar von geringerer 
Allgemeinheit als diejenige Aequivalenz, welche zwischen Formenschaaren 
von nieht verschwindender Determinante besteht, sobald die beiden Reihen 
von Variablen beliebigen Substitutionen unterworfen werden. Wenn näm- 
lich die Formen A und A, simultan in B und B, transformirt werden 
können, so giebt es zwei Systeme P und (, so dass 


PAU=A, und PBO=B.. 


Werden daher — was zulässig ist — die Determinanten von B und B, als 
von Null verschieden vorausgesetzt, so ist: 


PAB"'P" = AB, 





€ 
&: 
Ei 
# 


ET RARS 


RE 


ger eiegin 


RETTET A er ER BE 
TEE NED EVENEN VE Heel Sala 








EP CN 


RTL: 
RE y Ss 


EEERERUE 
2 E Zu 








Landsberg, über Fundamentalsysteme und bilineare Formen. 343 


die Formen AB"! und A,B7' sind also äquivalent durch eontragrediente 
Substitutionen. Daher können beide Arten von Aufgaben auf einander 
zurückgeführt werden, und die Einschränkung auf contragrediente Substi- 
tutionen ist keine wesentliche. 

Wohl aber macht der bisher ausgeschlossene Fall, dass die Form 
keine elementare ist, eine Verallgemeinerung der Untersuchung nothwendig. 


Ill. 


Erledigung des allgemeinen Falles. 


Wenn die bilineare Form A= Zea,xr,y, keine elementare ist, so 
mögen in dem charakteristischen System: 


3 “er (20, —4;) 
die Determinanten »ter, (n—1)-ter, ..., (a—r+l)-ter Ordnung resp. die 
grössten gemeinschaftlichen Thheiler F(z), F,(z). .... F,_,(z) haben, während 
der grösste gemeinschaftliche Theiler der Determinanten (a —rv)-ter Ordnung 
F,(z)=1 ist. Setzt man alsdann: 
a ee = Pe 
oe re ni 
so sind die ganzen Functionen P,(z), P;(z). ..., P,(z) die Elementartheiler 
der Form s3E— A, und das Product aller Elementartheiler ist gleich der 
Determinante F(z). 
Betrachten wir nun auch hier das Congruenzensystem 

(18.) fi= &(2d.—@,)u 0 (mod. M), re 
wobei M eine beliebige ganze Function bedeutet, so kann man dasselbe 
zunächst durch elementare Transformationen in eine Gestalt bringen, welche 
die allgemeinste Auflösung sogleich anzugeben gestattet. Wenn man näm- 
lich in dem charakteristischen Systeme 3 zwei Horizontal- oder zwei Ver- 
ticalreihen mit Zeichenänderung vertauscht oder eine Horizontal-, resp. eine 
Verticalreihe, mit einer beliebigen ganzen Function multiplieirt, zu einer 
Parallelreihe hinzuaddirt, so entspricht die Veränderung der Horizontalreihen 
einer unimodularen Transformation der Linearformen f;,, die Veränderung 
der Verticalreihen einer unimodularen Transformation der Variablen «,, und 
das Congruenzensystem (18.) geht in ein anderes über, welches ihm hin- 
sichtlich seiner Auflösung völlig äquivalent ist. Nun kann man durch 
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successive Anwendung derartiger elementarer Transformationen stets be- 
wirken”), dass das ursprüngliche System in ein Diagonalsystem übergeht, 
so dass also: 
(19.) (w.)(30,—0,) (U) = (d) 

ist, wobei die Systeme (#,) und (w,) die Determinante 1, das System (d) 
aber ausserhalb der Diagonale lauter verschwindende Elemente hat, während 
die Diagonalelemente successive die Elementartheiler P,(z), P;(2), -.., P,(z). 
P,.ı@)=1,..., P,z@)=1 sind. Das Verfahren, welches zu dieser Redue- 
tion führt, lehrt zugleich, dass jeder Elementartheiler P,(z) durch den 
nächstfolgenden P,,,(z) theilbar ist. 

Das Diagonalsystem (d) ist vermöge der invariantiven Bedeutung 
seiner Elemente bestimmt, die Systeme (v,) und (w,) aber können stets 
auf mehrfache Weise gewählt werden, und es ist für das folgende von 
Interesse festzustellen, welches die charakteristischen Eigenschaften dieser 
Systeme sind. Nun erkennt man leicht, dass das System der «,, folgenden 
beiden Bedingungen genügt: 

l) Set Ma» 1, R ..., 

(20.) E (sd, au). — 0 (mod.P,(2)). G=1,2%..n 


Äh 
2) Die Determinanten vter Ordnung des Systemes: 
Ber m 


U, Us, > . . U,, 


u 


l 


A Pe 


n nv 


haben keinen gemeinsamen Theiler. 

Die zweite Eigenschaft folgt unmittelbar daraus, dass |w,|=1 ist, 
die erste Eigenschaft aber ergiebt sich aus der Gleichung (19.); bezeichnet 
man nämlich das reciproke System des Systemes (w,) mit (w\"), so er- 
hält man in der That: | 


(2 I —l)Oy. = wi ’P,(), e k=1,2%..., ") 


al, 2... 8% 


wo ol, eine ganze Function der Variablen z ist. Ausser den erwähnten 
beiden Bedingungen brauchen aber die »v Elemente «,, ("=" >") weitere 


EEE 


nicht mehr zu erfüllen. Denn das System U kann nach einem bekannten 


*) s. hierüber Kronecker, dieses Journal Bd. 107, S. 135. 
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Satze durch Hinzufügung von a—v Üolonnen stets zu einem unimodularen 
Systeme von n’ Elementen ergänzt werden. Die Zusammensetzung der 
Systeme (z0,—«,) und (w,) ergiebt alsdann ein System, dessen Deter- 
minante gleich 
F(z2) = P,(z)P:(2)...P,(2) 
ist und dessen erste, zweite, ..., vte Colonne resp. durch P,(z), P;(2), ..., P,(%) 
theilbar sind. Befreit man also die ersten » Colonnen von ihren Faetoren, 
so erhält man ein animodulares System (wi; ’), und es ist also: 
y Be (—1)\ \ 
(d,—0,)(u) = (wi ’)(d), 
wobei (d) dasselbe Diagonalsystem wie vorher bezeichnet; diese Gleichung 
kann aber offenbar sogleich in (19.) übergeführt werden. Ganz analoge 
Bedingungen lassen sich für die Elemente der ersten » Zeilen des Systemes 
oO oO . 
(w,) aufstellen. 
Kehren wir jetzt zu dem Congruenzensysteme (18.) zurück, so er- 
kennen wir aus der Gleichung (19.), dass dasselbe durch die Substitutionen: 
> \ ) 
(21.) fi = Zwif, > Zum Geha m 
Ki ke 

übergeht in das äquivalente System: 

+! ’) \ ! L Zu ! 
(fh = Pa) =0, ...,. =P.&aw,=0, 
| PARR = u, +1 are E =, v, 


dessen vollständige Lösung, wie auch der Modul M beschaffen sein möge, 


(22.) 


(mod. A), 


jederzeit leicht angegeben werden kann. Wir wollen uns hier auf den für 
unser Ziel ausschliesslich in Betracht kommenden Fall beschränken, dass 
der Modul M gleich einem der Elementartheiler P,(z) ist; dann ist offenbar 
P,(z) P.(2) 
Bat 7,6) 
%,r1, +, 4, durch P,(z) theilbar anzunehmen. Man erhält daher die all- 
gemeinste Lösung des Systemes (18.) für den Modul M=P,(z) in der Form: 


a, durch 


U My 2... u, beliebig, «,,, durch 


g, theilbar, 





a s ‘ P.(2 | 
u; = UrhratUpho. tt U; hat. 4 1hati.a p = uch 
‘ at+1ı\% 
er. P.(@&) 
ad ui PT Dee 2) (mod. P,(2)), 
worin die ganzen Functionen 4,,, .... 4,, mod.P,(z), die Funetionen 4, ,.> ++. 4, 


resp. mod.P,,1(2), ..., P,(z) in Betracht kommen. Wenn hiernach die 
Gradzahlen der Funetionen P,(2), ..., P,(z) resp. gleich p., ..., p, sind, 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 44 
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so kann man für A,,, ..., A,, beliebige Functionen des Grades p,—1, für 
harıas »* 0, 4. beliebige Funetionen mit den Gradzahlen p,,.,—1, ..., »,—1 
nehmen und somit die allgemeinste Lösung des Congruenzensystemes linear 
und homogen mit constanten Coeffieienten aus 


Pat Parıt'tPp, 
linear unabhängigen Lösungen zusammensetzen. Hat man also die nv Func- 
tionen ,, (=»> >") in der allgemeinsten Weise den Bedingungen (20.) 
gemäss zu bestimmen, so erhält man alle möglichen Lösungen aus dem 


einen U, welches vorhin ermittelt wurde, indem man dasselbe mit dem 
Systeme: 


Au; has his, a hy 

P, (2) 2 

hy, P,(z) ’ hy, hy, FT hr, 

(20) u En RE 


ur 70 We 1 


2 P (2) ) 


“En Ro 91 


2"P,(e) ’ P, 


componirt. Da die Funetionen 4,, (a, ß=1,2,...,»), falls PZ« 
mod.P,;(z), falls <a mod.P,(z) in Betracht kommen, so enthält das 
System Z im ganzen: 


- 

Ey 

_ 
0 


’ ’ vv 








Po) , B@ 


Aw 


(25.) s= & (apc+ Par + +p,) =p+3p+5p+(2vr—1)p, 


linear und homogen auftretende Constanten, und das allgemeinste System U 
kann daher aus s linear independenten zusammengesetzt werden; unter diesen 
Systemen erfüllen, wie sich sogleich ergeben wird, nach der Reduction auf 
die absolut kleinsten Reste alle diejenigen die zweite Bedingung, dass die 
Determinanten vter Ordnung keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, für 
welche die Determinante des Systemes Z zu der Function F(z) theiler- 
fremd ist. 

Denken wir uns jetzt die Functionen «,,, welche bisher nur hinsicht- 
lich ihres Congruenzwerthes mod. P,(z) in Betracht kamen, auf ihre kleinsten 


heste mod.P,(z) redueirt, so kann man aus ihnen die » Funetionen niedri- 
geren als nten Grades bilden: 


(26.) 4 = u +%eP,(2)+ us Pı(3)Pela)+ +, Pı(2)Pr(l2)...P,_,(2) #=12..,” 
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Dann kann man beweisen, dass diese » Functionen ein Fundamentalsystem 
für Funetionen (»—1)-ten Grades bilden. Gäbe es nämlich eine Relation 
der Form: 


n 
2 CU, = 0 
k=1 


mit constanten Coefficienten c,, so würde hieraus zunächst folgen, dass 
Zu, = 0 (mod.P,(z)) ist, und dies ist nur möglich, wenn Fe,u,, = 0 ist, 


k 
weil die Function auf der linken Seite der Gleichung von niedrigerem 
Grade als P,(z) ist. Durch Fortsetzung des Verfahrens folgen dann sue- 
cessive die Gleichungen: 


n n n 
(27.) z CU = (0, = A z u, =. 


Wenn nun der grösste gemeinschaftliche Theiler der Determinanten vter 
Ordnung des Systemes 

U = (wu) ee 

gleich Eins oder auch nur zu F(z) relativ prim ist, so kann man es zu 

{ 


einem quadratischen Systeme (w,) ergänzen, dessen Determinante zu F(z) 
theilerfremd ist. Die Composition der Systeme 


Al (20% — (kr \ } i 
3 = \ 6 ) und (%;.), (‚k=1,2,...,n) 


\ 


von welchen das erste »+1 Zeilen und » Colonnen enthält, würde alsdann 
zufolge der Gleichungen (27.) ein System von (»-+1) Zeilen und » Colonnen 
ergeben, dessen erste, zweite, ..., vte Colonne resp. durch P, (2), P;(z), ..., P,(z) 


theilbar sind, und folglich würde jede Determinante »ter Ordnung des Systemes 


3 durch F(z) theilbar sein. Bezeichnet man also, wie vorher, die Unter- 
determinanten des Systemes 3 mit F,.(z), so wäre für ö=1,2,...,» 
2 c‚F,(2) = 0 (mod.F(z2)), 
also auch, weil die Function links von niedrigerem als dem »ten Grade ist: 
n 
ScF,.() = V. G=1,2,...,n) 
k=1 
Das ist aber unmöglich, und folglich bilden die Functionen «,, 4, ..., 2%, in 
der That ein Fundamentalsystem. Die Anwendung dieses Sehlussverfahrens 
setzt, wie man bemerkt, nur voraus, dass der grösste gemeinschaftliche 
Theiler der Determinanten vter Ordnung des Systems ll zu F(z) relativ 
prim sei; daher führen in der That, wie vorher behauptet wurde, auch alle 
44* 
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diejenigen Systeme zu einem Fundamentalsysteme, welche durch Zusammen- 
setzung mit einem der Systeme (L) in (24.) entstehen, vorausgesetzt nur, 
dass auch die Determinante von (L) zu F(z) relativ prim ist. 
Hat man nun zwei bilineare Formen: 
As ze 27 und B= EPatiyı 
mit den gleichen Elementartheilern P,(z), ..., P,(z) gegeben, so bestimmt 
man auf dem angegebenen Wege zur ersten Form das Fundamentalsystem: 





26.) u = m twPı(@)+usPı(z)Prl3)++u,P,(3)...P,_,(2), Ü=42...,n 
zur zweiten das Fundamentalsystem 
(26°) v; = vu+tVaPı(@)+03Pı(z)P,x(2)+-+0,P,ı(2)...P,_1(2), G=1%2...," 
derart, dass für a=1, 2, ...., v die Congruenzen: 
n n 
(27.) 2U,Z F0,U., und 20, = Pat. (mod. P,(z)) tel 2..n) 
k=1 k=1 


gelten. Diese beiden Fundamentalsysteme hängen durch die Gleichungen: 


(28.) u, = Pad: (e1,2,..,0) 


zusammen, worin die Coeffiecienten (p,) von z unabhängig sind und eine 
von Null verschiedene Determinante haben. Setzt man in die letzte Grlei- 
chung für «;, und oe, ihre Werthe aus (26.) und (26*.) ein, so erhält man 
die Relationen: 

DQa . el, 2, 00, # 

(28 .) Uu = Pia Cia- Keair RR ,) 
Diese Gleichungen, in Verbindung mit den Congruenzen (27.) ergeben aber 
die Congruenzen: 


\ M an w b ‘ 
= Pad. = - %irPrıOra (mod.P,(z)), ER Il, Anne 


welche nach einer vielfach angewendeten Schlussweise nur in der Weise 
erfüllt sein können, dass die Gleichungen: 


=PaPudu zus = 0 Padua IE RR n) 
für e=1,2,..., v gelten. Vereinigt man diese » Gleichungen, indem 


man jede mit P,(z)...P,_,(z) multiplieirt und über e=1,2,...,v summirt, 
so erhält man: 


n n n 

Ss (3 Pan — E0,p4) =, G=1,% 2,0) 
i=1 k=1 k=1 

Gleichungen, welche, weil ®,, %, ..., v, ein Fundamentalsystem bilden, 
nur in der Weise erfüllt sein können, dass 


u en wi ’ 
S Paßi m  rPrı (i, R. i=1, Me n) 
k h 
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ist. Also ist in der That: 

(29.) AP = PB, 
d.h. die Form A kann auf rationalem Wege durch contragrediente Sub- 
stitutionen in B übergeführt werden. 

Handelt es sieh schliesslich darum, alle Lösungen der Gleichung: 

(29*.) AX = AB 
zu finden, so erkennt man, genau wie im vorigen Abschnitte, dass man die- 
selben erhält, indem man das Fundamentalsystem »,, ©, ..., ®, festhält und 
das aus irgend einer Lösung der Congruenzen: 


n 


(27°) zu, Z 30,0, (mod.P,(z)) er 


{ 
Bee 


hervorgehende Funetionensystem 
(26°) u = u +WPı(2)+usPı(z)P.(2)+--+u,P,(3)...P,_1(2), ü=n2..n) 


v— 
\ 
- 


in welchem die Function «,, auf ihren Rest mod.P,(z) redueirt gedacht ist, 


linear und homogen durch die », ausdrückt: 


? 


f 


7 — > #.0.. (i, 7 22,2. 85 
k 


q u 4 


In dem einfachsten Falle, auf den sich alle anderen zurückführen lassen, 


dass B=A ist, hat man also das zu der allgemeinsten Lösung der Con- 


te) 


gruenzen (27°) gehörige Funetionensystem %,, %, ..., #, linear und homogen 
durch das Fundamentalsystem «,, %, .... #, auszudrücken. Das Fune- 


tionensystem %,, %, ..., a, lässt sich aber, wie vorher bewiesen, aus 


s=p+3p+---+(2v—1)p, partieulären Lösungen mit willkürlichen Coeffi- 
cienten zusammensetzen. Folglich kann auch das allgemeinste System X 
linear und homogen aus s partieulären Lösungen X,, X. ..., X, zusammen- 
gesetzt werden, derart dass: 
X = X +HÄ, + +AN, 

und A,, Ay, ..., 4, beliebige Constanten sind. Also gilt der Satz: 

Besitzt das charakteristische System der Form A die Elementartheiler 
P,(z2), P:(z), ..., P,(z), deren Gradzahlen resp. pı. Pa. --.. pP, sein mögen, 
so giebt es im ganzen: 

s = pn +5pr+9p+--+(2vr—1)p, 


linear unabhängige Formen, welche mit A vertauschbar sind. 


Heidelberg, 21. August 1895. 








Ueber den grössten gemeinsamen Theiler 
aller Zahlen, welche durch eine ganze Function von 


n Veränderlichen darstellbar sınd. 
(Von Herrn K. Hensel.) 


In den Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu St. Peters- 
burg hat V. Bouniakovsky eine grosse Untersuchung veröffentlicht*), in 
welcher der grösste gemeinsame Theiler aller durch eine ganze ganzzahlige 
Funetion einer Variablen darstellbaren ganzen Zahlen bestimmt wird. Ab- 
gesehen davon, dass es dem Verfasser, wie er es selbst ausspricht, nicht 
gelungen ist, seine Resultate auf die entsprechende Frage für Funetionen 
mehrerer Variablen auszudehnen, sind diese Ergebnisse selbst und die 
Methoden zur Bestimmung dieses Theilers der völlig elementaren Natur 
des Gegenstandes nicht angemessen. 

Da dieser Frage auch in einigen anderen Gebieten der Mathematik 
eine gewisse Bedeutung zukommt, so will ich im Folgenden eine ganz 
elementare Lösung der allgemeinen Aufgabe für » Variable kurz ausein- 
andersetzen. Im zweiten Abschnitte schliesst sich eine kurze Untersuchung 
derjenigen Functionen von gegebenem Grade an, für welche der Theiler 
aller dargestellten Zahlen möglichst gross ist, sowie eine Darlegung 
der Eigenschaften jener Maximaltheiler. Dieser 'T'heil der Untersuchung 
ist hauptsächlich deshalb hinzugefügt, weil die bei dieser elementaren 
Frage eingeführten Begriffe auch in weit tiefer liegenden Fragen aus der 
T'heorie der algebraischen Funetionen und der Abelschen Integrale von 
grundlegender Bedeutung sind, wie ich in einer kürzlich veröffentlichten 
Arbeit”*) näher dargelegt habe. 

*) V. Bouniakovsky, Sur les diviseurs numeriques invariables des fonctions ration- 
nelles entieres. Me&moires de lAcademie imperiale des sciences de St.- Petersbourg. 
VI. Serie t. VIII p. 305—329. 

**) Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie der algebraischen Functionen 
einer Variablen; dieses Journal Bd. 115 S. 254. 
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E 
Ist F(u) eine ganze ganzzahlige Function des „ten Grades von 
u, 8o ist der grösste gemeinsame T'heiler aller durch Fa) darstell- 
baren Zahlen, d. h. der Zahlen 
F(k) &=0, +1, +2...) 
gleich dem grössten gemeinsamen T'heiler von irgend welchen »-+1 
Zahlen F(h) unter ihnen, deren Argumente auf einander folgen, also 
z. B. gleich dem Theiler der »n+1 Zahlen F(0), F(l), .... F(n). 
Um diesen Satz z.B. für A=0, 1, ...., » zu beweisen setze ich: 
u(u—1)...(u—h+1)(u—h—1)...(u—n) 
h(h—1)... l (—1) ...(h—n) 


- +(1).(* 9); 


dann ergiebt sich aus der zweiten Darstellung unmittelbar, dass jede dieser 


IT, (u) 


n-+1 Functionen für alle ganzzahligen Werthe von « ebenfalls ganzzahlige 
Werthe annimmt, obwohl ihre Coeffieienten rationale Brüche sind. Anderer- 
seits besteht aber nach der ZLagrangeschen Interpolationsformel die Identität 


7 Pen > 7 \ \ 
F(u) = = F(h).T,(u), 
und hieraus folgt für jeden ganzzahligen Werth von %: 
F(k) = EF(h)TI,Ch), 
0 


d.h. der grösste gemeinsame T'heiler aller Zahlen F(k) stimmt mit dem- 
jenigen der „+1 Zahlen F(0), F(l), ..., F(n) überein; offenbar kann der 
Beweis genau ebenso für irgend welche »+1 auf einander folgende Zahlen 
geführt werden. Endlich bemerke ich noch, dass derselbe Satz auch in 
dem Falle besteht und wörtlich ebenso bewiesen wird, wenn F(w) nicht 
ganzzahlige, sondern rational gebrochene oder auch algebraische Coeftieienten 
besitzt. Die hier angegebene Zahl »+1 der speciellen Funetionswerthe ist 
aber die kleinste, welche im allgemeinen zur Bestimmung jenes Theilers 
nothwendig und hinreichend ist, denn die specielle ganze Function 
F(u) = u(u—1)...(u—n-+1) 

verschwindet z. B. für die » ersten Zahlen 0, 1, ..., a—1, während erst 
F(n)=n! in diesem Falle den gesuchten Theiler ergiebt. 

Durch Anwendung der Lagrangeschen Interpolationsformel für mehrere 
Veränderliche kann nun genau ebenso der folgende allgemeine Satz be- 
wiesen werden: 
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Funetion: 


fW) = W"—w-+2520 


gesuchte Theiler ist also 504. 


einfach behandelte Funetion von zwei Variablen: 
fa, ve) = w.(W"—ev). 
Hier kann man anstatt der 25 Zahlen 


f (h , k) 


die Gleichungen: 
fu, 0)= +fltw +0)= fl, W, fu w)=0 


Il. 


Zahlen verstanden werden. 
Es sei nun 
(1.) 


U,(w), Ü, (u), U; (“), 





Es sei F(a,, %, ...,a,) eine ganze Function von r Variablen mit 
ganzen oder rational gebrochenen oder auch algebraischen Zahleoef- 
ficienten, welche allgemein in Bezug auf «; vom n,-ten Grade ist. 
Dann ist der grösste gemeinsame Theiler aller durch F(w,,..., «,) 
darstellbaren Zahlen F(A,,...., %,) gleich demjenigen der (»,+1)...(n, +1) 
Zahlen F(h,,..., h,), wenn allgemein A, irgend eine Reihe von n,+1 
auf einander folgenden ganzen Zahlen durchläuft; und dies ist die 
kleinste Anzahl von Functionswerthen, aus welchen jener grösste 
gemeinsame Theiler im allgemeinen bestimmt werden kann. 

Als Beispiel werde der grösste gemeinsame Theiler aller durch die 


darstellbaren ganzen Zahlen aufgesucht, eine Aufgabe, die auf S. 323—326 
der Bouniakovskyschen Abhandlung sehr umständlich behandelt wird. 
diesem Falle braucht man nur den Theiler der fünf ganzen Zahlen 
f®), fA). f@), f®), f(4 aufzusuchen, da dieser wegen f(—w) = —/f(w) mit 
demjenigen der neun Zahlen f(0), f(+1), ..., f(+4) übereinstimmt. 


Als zweites Beispiel betrachten wir die a. a. O. ebenfalls nicht sehr 


del ti: 22 


nur die eine einzige f(2, 1) = 30 betrachten, da für diese Function offenbar 


bestehen. Der Theiler ist also gleich 30. Aehnlich kann die Anzahl der 
zu untersuchenden Zahlen in den meisten Fällen beträchtlich redueirt werden. 


Im Folgenden soll unter dem Zahlentheiler einer ganzen ganzzahligen 
Function von einer oder mehreren Variablen der im vorigen Abschnitt be- 
stimmte grösste gemeinsame Theiler aller durch sie darstellbaren ganzen 



























Hensel, über die Zahlentheiler ganzzahliger Functionen. 3553 


ein System ganzer ganzzahliger Functionen von « vom 0, 1, 2, ... Grade, 
in welchen der Coeffiecient der höchsten Potenz von « gleich Eins ist, und 
; deren Zahlentheiler 
N, N, N, 
möglichst gross sind. Ein solches System soll ein Fundamentalsystem für 
die ganzen Functionen von « genannt werden. Man erkennt sofort, dass 
solche Systeme existiren, und dass eines von ihnen das folgende ist: 
U(u) = u(u--1)...(w—i+1), G=0,1,2,...) 
i wenn U,(w) =1 angenommen wird. Hier sind offenbar die Zahlentheiler 
N, — ji! (=41,2,..): 
da nämlich jede aus den » ersten Functionen U, U, .... U, 
Reihe (1.) für „=0, 1,...., »—1 gebildete Determinante »ter Ordnung: 
D, U,(k)| (,k=6, 1, ...., n—1) 
nach der über diese Functionen gemachten Voraussetzung durch das Product 
N,.N,...N,_, der » ersten Zahlentheiler theilbar ist, und da andererseits 
jene Determinante D, auch in der Form geschrieben werden kann: 
D, = || = 1!2!...(Rr—1)! 
so können die Maximaltheiler N, jedenfalls nicht grösser sein als ö!; und 


‚ der 





da die oben eingeführten speciellen Funetionen U;(a) jene Zahlentheiler 
wirklich enthalten, so ist die Richtigkeit der obigen Behauptung bewiesen. 
Jede ganze ganzzahlige Function F(w) von « kann durch die Ele- 

mente irgend eines Fundamentalsystemes eindeutig in der Form: 

F (u) 7 A, U+ A, U; rrr A n U, 
dargestellt werden, in welcher die Coefficienten A,, ..., A, bestimmte ganze 
Zahlen sind. Aus der Natur des Fundamentalsystemes folgt dann ohne 
weiteres der Satz: 

Eine ganze Function F(w) besitzt dann und nur dann den Zahlen- 
theiler Q, wenn bei ihrer Darstellung durch das Fundamentalsystem 
U,, U,, ... jeder der Summanden A;U, für sich jenen T'heiler enthält, 


() 


wenn also allgemein A, durch r theilbar ist. 


Besässe nämlich irgend eine Function F(w) einen grösseren Zahlen- 
theiler, als den grössten gemeinsamen Divisor von (Ay, ..., A;d!, ...) so Könnte 
man das System (U,, ..., U,, ..., U,, ...) durch ein anderes WU er er) 
ersetzen, in welchem ein Element U, einen grösseren Zahlentheiler besässe als 
U,, d. h. das erste System wäre noch kein Fundamentalsystem. Benutzt man zur 
Journal für Mathematik Bd. CXVI. Heft 4. 45 
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Darstellung von F(u) das specielle Fundamentalsystem U;= «(u—1)...(u—i+1) 
und bestimmt hier die Werthe der Coefficienten A,, so erhält man die be- 
kannte Newtonsche Darstellung von F(u) durch die Factoriellen von «. 
Die soeben gefundenen Maximaltheiler N,, N,, N,, ... sind die 
Elementartheiler des ins Unendliche fortgesetzten Systemes: 








100 

Ye re 
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13 2% 


denn formt man dasselbe durch geeignete Verbindung seiner Colonnen in 
das folgende um: 


$’ = (U,(k), U,(k), U,(k), ...). &=0,1,2..) 


wo wieder U;(w) = u(u—1)...(u—i-++1) gesetzt ist, so bleiben die Elementar- 
theiler von S ungeändert. Offenbar ist aber S’ ein ins Unendliche fort- 
gesetztes Dreieckssystem, dessen Diagonalglieder beziehlich 1, 1!, 21, 31, ... 
sind, während jedes andere Element desselben durch das in seiner Vertical- 
reihe stehende Diagonalglied theilbar ist; und hieraus folgt sofort die Richtig- 
keit des oben aufgestellten Satzes. Derselbe bleibt offenbar unverändert 
gültig, wenn man unter S das ganze System 


sell, ER, :«;) @=0, +1,42... 


für alle positiven und negativen ganzen Zahlen k versteht. 

Da jede Determinante »ter Ordnung von (S) durch das Product 
1!2!...(a—1)! seiner » ersten Elementartheiler, hier also durch seine erste 
Hauptunterdeterminante derselben Ordnung theilbar ist, so ergiebt sich der 
allgemeine Satz: 

Die Diseriminante | 
IKu—u,) E Ba . 


- 
von z beliebigen ganzen Zahlen ist stets durch die Disceriminante 
? ke, l,...,n- 
I (@—k) ie 


der » ersten ganzen Zahlen theilbar. 
Die hier nur für eine Veränderliche abgeleiteten Resultate können 
unmittelbar auf den Fall von r Variablen ausgedehnt werden. Man findet 


hier sofort das Resultat: 


ARTE ERSTEN ERETEETEN EDEL TEN, Shen Ay 
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Bilden U,(w), U,(w), ... ein Fundamentalsystem für die ganzen 
Funetionen von einer Variablen, so bilden die Producte: 

U(u,). (u) (,k=0,1, 2...) 
ein Fundamentalsystem für die ganzen Functionen von zwei Ver- 
änderlichen ete. 

Und hieraus folgt weiter: 
Die ganze Funetion der r Variablen: 
Fin, se) = U 


f} rn; 


(9)... U, (u,) 
besitzt unter allen Functionen, welche in Bezug auf «,, ..., u, bezw. 
von demselben Grade sind, den grössten Zahlentheiler, und dieser 
ist gleich (n,!...n,!). 
III. 

Will man eine ganze Function F(w) nur auf ihre Thheilbarkeit durch eine 
Primzahl p untersuchen, so ist es bequemer anstatt eines absoluten Funda 
mentalsystemes ein solches für den Modul p zu Grunde zu legen, nämlich 
irgend ein System ganzer Functionen des 0, 1, .. Grades, von denen jede 
diese Primzahl möglichst oft als Theiler enthält. Ein System U,, U,, ... sol- 
cher ganzen Functionen ist also dann und nur dann ein EERIREIER, 
wenn allgemein U;(«) die Primzahl p ebenso oft enthält als die Zahl (1.2...2). 

Das einfachste Fundamentalsystem modulo p wird auf ach Art 
gewonnen: Es seien %,, %, %,... ganze Functionen des Grades p, p’, p’, ... 
welche durch die folgenden Gleichungen definirt sind: 


au 
u = wW—u, 
= dp", 
i—1l_ 
“ar "an. 


dann erkennt man leicht, dass allgemein «, stets durch die Primzahlpotenz 


P: . £} 

p‘ theilbar ist, wenn: 

1 

Pa ni 1. u BEE, pP 
pr rp p—1 

gesetzt wird. Nimmt man diesen Satz nämlich für «,_, als bewiesen an, 


ist also für jedes ganzzahlige «: 


%u_ı > p 
wo w,_, eine ganze Zahl bedeutet, so ergiebt sich aus der Definitions- 


gleichung von «, und aus dem Fermatschen Satze: 


P— we A 
u=p "(w,—w;_,) =9'o,, 


U “ 
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wo auch w, eine ganze Zahl bedeutet... Setzt man also der Gleichförmig- 


keit wegen «= %,, so ist das Produet: 


. 1 e 
U, = uuh...u," (4, . 0, 1, re p—l) 


eine ganze ganzzahlige Function des Grades 

= ythpt+hp", 
welche die Primzahlpotenz p’ als Zahlentheiler enthält, deren Exponent 
durch die Gleichung: 


RE: u. 
= 1,P,+ 4,P,+--+4,P, (* p—1 
Ra 
bestimmt ist. Bezeichnet man die Zahl 4, welche ja im p-adischen Zahlen- 
systeme geschrieben, die Ziffern A,, A, ..., 4, hat, durch (A,, A,_ı. .... A 


und analog die Zahl /, die in dem allgemeineren Zahlensysteme (P,, P,, .... P,) 
dieselben Ziffern besitzt, durch [A,, A,_1, ..., Au]. so ist allgemein: 
bl 
p—1 p—1 
Legt man nun den Ziffern A, unabhängig von einander alle Werthe 0, 1,...,p—1 
bei, so erhält man eine Reihe von Functionen U,, U,,... des 0, 1,..., Aten 
Grades, wo allgemein: 
U, = ubuh...u" 
ist, und die Primzahl p in der Potenz [A,...4,| = 
man aber, dass dies bekanntlich die höchste Potenz von p ist, welche in 
.! enthalten ist, so ergiebt sich in Verbindung mit der oben gemachten Be- 
merkung, dass das hier angeführte System (..U,..) ein Fundamentalsystem 
modulo p ist. 





enthält. Beachtet 


Man kann aber auch dieses System (..ÜU,..) direet als ein Funda- 
mentalsystem erweisen, wobei sich dann der soeben benutzte Satz über die 
Theilbarkeit von 4! als Folgerung ergiebt. Zu diesem Zwecke braucht 
man nur zu zeigen, dass eine Summe 

AU+AU+-+AU,+-- 
dann und nur dann den Zahlentheiler p” enthalten kann, wenn jedes der 
Producte ET für sich durch p“ theilbar ist. Der Beweis wird einfach 
dadurch geführt, dass an die Stelle der Zahlen «, %, ... die Zahlen 
DW, ... In den obigen Ausdruck eingeführt werden, und bietet keine 
weiteren Schwierigkeiten dar. 

Berlin, den 26. December 1894. 


3 tcob | 


Journal 


für die 
reine und angewandte Mathematik 


gegründet von A. L. Crelle 1826. 








Unter Mitwirkung des Herrn 
Weierstrass 
herausgegeben 


von 


L. Fuchs. 


Mit thätiger Beförderung hoher Königlich Preussischer Behörden. 


Band 116. 


Heft 1. 


Ausgegeben den 22. Januar. 





Berlin, 1896. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 








Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Frobenius, Georg, Gedächtnissrede auf Leop. Kronecker. 4°. 189. M. 1.50. 

Gravelius, H., fünfstellige logarithmisch-trigonometrische Tafeln für die Decimaltheilung 
des Quadranten, mit ausführlichen Tafeln zum Uebergang von der neuen Theilung 
des Quadranten in die alte und umgekehrt. Nebst vierstelligen Tafeln der Zahlen- 
werthe der trigonometrischen Funktionen, sowie gewöhnlichen Logarithmentafeln und 
Quadrattafeln.. Mit einem Vorworte von Professor Dr. W. Förster, Direktor der 
Königl. Sternwarte zu Berlin. 1886. geb. M. 6.— 

Gudermann, C., Theorie der Potential- oder cyklisch-hyperbolischen Functionen. 4. 
1832. M. 6.— 

— Theorie der Modular-Functionen und der Modular-Integrale. 4. 1844. M. 6.— 

Haentzschel, E., Studien über die Reduction der Potentialgleichung auf gewöhn- 
liche Differentialgleichungen. Ein Anhang zu Heine’s Handbuch der Kugelfunctionen. 
5°. 1893. M. 6.— 

Jacobi, €. 6. J., gesammelte Werke. Auf Veranlassung der Königl. Preuss. Akademie 
der Wissenschaften. 4. 

I. Band herausgegeben von C. W. Borchardt. Mit dem Bildniss Jacobi’s. 1881. 
M. 18.— 

II. — VII. Band herausgegeben von K. Weierstrass. 1882—1891. M. 99.— 

Supplementband. Vorlesungen über Dynamik. Herausgegeben von E. Lottner. 
1854. M. 10.— 

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. III. Band. 1892—93. Ent- 
haltend die Chronik der Vereinigung für 1892—93, kurze Berichte über die auf 
der Versammlung in München gehaltenen Vorträge, sowie einen ausführlichen Bericht 
über die Entwicklung der Theorie der algebraischen Functionen in älterer und 
neuerer Zeit, von Dr. A. Brill und Dr. M. Noether, sowie einen Bericht über die 
Entwicklung und die Hauptaufgaben der Theorie der einfachen Fachwerke, von Dr. 
l,. Henneberg. Mit zwei Figurentafeln. Herausgegeben im Auftrage des Vorstandes 
von W. Dyck, E. Lampe, 8. 189. M. 16.— 

Journal für die reine und angewandte Mathematik gegründet von A. L. Crelle 1826. 
Unter Mitwirkung der Herren Weierstrass und von Helmholtz herausgegeben von 
L.Fuchs. Band 115. 4 Hefte. 1895. M. 12.— 

— — Inhalt und Namenverzeichniss der Bände 1—100 (1826—1887). 1887. 
M. 12.— 

Kötter, E., Grundzüge einer rein geometrischen Theorie der algebraischen ebenen Curven. 
Gekrönte Preisschrift. 1887. M. 20.— 

Kramer, Aug., allgemeine Theorie der zwei- und dreiteiligen astronomischen Fern- 
rohr-Objective. Mit 2 Tafeln. 1885. M. 10.— 

Kronecker, L., Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. Fest- 
schrift zu Herrn E. E.E Kummer’s 5Ojährigem Doctor-Jubiläum am 10. Sept. 1881. 

Angefügt ist eine neue Ausgabe der am 10. Sept. 1845 erschienenen Inaugural- 
dissertation: de unitatibus complexis. 1882. M.6.— 

Müller, F., Carl Heinrich Schellbach. Gedächtnissrede gehalten in der Aula des 
Kgl. Friedrich Wilhelms-Gymnasiums am 29. October 1892. Mit einem Bildniss 
Schellbachs. 1893. M. —.50. 

Müller, F., Kalender-Tabellen. 8. 1885. M. —.80. 

Schellbach, K. H., über die Zukunft der Mathematik an unseren Gymnasien. 8. 
18857. M. —.80. 

— — neue Elemente der Mechanik, dargestellt und bearbeitet von G. Arendt. Mit 
12 Tafeln. 1860. M. 5.50. 

— — die Lehre von den elliptischen Integralen und den Thetafunctionen. 1864. M. 6.— 











Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Jahrbuch 


über die 
Fortsehritte der Mathematik 


begründet 
von 
Carl Ohrtmann. 
Im Verein mit anderen Mathematikern 
und unter besonderer Mitwirkung der Herren 
Felix Müller und Albert Wangerin 


LuserereDen ‚Oo 


Emil Lampe. 
Band XXIV. 


Jahrgang 1892. 
In 3 Heften. 
Heft I: M.12.—. Heft II: M.8.—. Heft III: M. 12.—. 


Allgemeine Mechanik 
der Punkte und starren Systeme, 
Ein Lehrbuch für Hochschulen 
von 
Dr. E. Budde. 
Erster Band: Mechanik der Punkte und Punktsysteme. Preis: 10 Mk. 
Zweiter Band (Schluss): Mechanische Summen u. starre Gebilde. Preis: 13 Mk. 


Handbuch 
Kugelfunetionen, 


Theorie und Anwendungen, 


von 


Dr. E. Heine, 


ordentlichem Professor der Mathematik an der vereinigten 
Friedrichs- Universität Halle-Wittenberg. 


Zweite umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
Erster Band. Theorie. 
Preis: M. 8.— 


Zweiter Band. Anwendungen. 
Preis: M.6.—. 






















l. 


Wallenberg. Zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen erster 


Band 116. Heft l. 


Inhaltsverzeichniss. 


Ordnung. 


Zimmermann. Ueber die Ordnung der Enveloppe solcher ebenen Curven- 
reihen, deren Individuen sich in Gruppen von je « ordnen lassen, welche 


den Punkten einer Geraden projectiv sind. . 


4. Teixeira. 


suivant les puissances du sinus et du cosinus de la variable. 


Netto. 
Meder. 


'h. Hermiite. 


Y. Hamburger. 


Zur Theorie der Resultanten. -. . .. 2 2. 2. 
Ueber einige Arten singulärer Punkte von Raumcurven. 


Sur une extension du theoreme de Laurent. . 


jüdischen Österfestes. -. - 1 site me ta 


Sur le developpement des fonctions en serie ordonnee 


Ableitung der Gaussschen Formel zur Bestimmung des 


Seite 


10 


14 


33 


20 


% 


Sendungen von Beiträgen für das Journal erbittet die Redaction ausschliesslich 


nter der Adresse: 


An die Redaction des Journals für die reine und angewandte Mathematik, 


"erlagsbuchhandlung von Georg Reimer. 


Berlin S.W., Anhaltstrasse 12. 


Journal 


für die 


reine und angewandte Mathematik 


gegründet von A. L. Crelle 1826. 








Unter Mitwirkung des Herrn 
Weierstrass 
herausgegeben 


vou 


L. Fuehs. 


Mit thätiger Beförderung hoher Königlich Preussischer Behörden. 


Band 116. 


Heft II. 


Ausgegeben den Il. April. 





Berlin, 1896. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 
















Verlag von Louis Nebert in Halle a/S. 


Enneper, Prof. Dr. A., Elliptische Funktionen. Theorie und Geschichte. Akademische Vorträge. 
Zweite Auflage. Neu bearb. u. herausg. von Prof. Dr. Felix Müller. Lex.8. geh. 18 Mark. 
Thomae, Hofrat, Prof. Dr. J., Die Kegelschnitte in rein projectiver Behandlung. gr. 8°. geh. 6 Mark. 


Thomae, Hofrat, Prof. Dr. J., Abriss e. Theorie d. Funktionen e. complexen Veränderlichen u. der 
Thetafunktionen. Dritte, erheblich vermehrte Auflage. gr. 4. geh. 10 Mark. 


Thomae, Prof. Dr. J., Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale. gr. 4. geh. 2 Mark 80 Pf. 


Thomae, Prof. Dr. J., Sammlung von Formeln, welche bei Anwendung der elliptischen und Rosen- 
hain’schen Funktionen gebraucht werden. gr. 4. geh. 3 Mark. 


Thomae, Prof. Dr. J., Veber eine specielle Klasse Abel’scher Funktionen. 2 Teile. gr. 4. geh. 9 Mark. 


Thomae, Prof. Dr. J., Ueber eine Funktion, welche einer linearen Differential- u. Differenzen- 
Gieichung IV. Ordn. Genüge leistet. gr. 4. geh. 1 Mark 50 Pf. 
Repetitorium der analytischen Geometrie. gr. 8. geh. 1 Mark 20 Pf. 


Hofmann. Dr. F., Methodik der stetigen Deformation von zweiblättrigen Riemann’schen Flächen. 
Ein Uebungsbuch für den geometrischen Teil der Funktionentheorie. gr. 8. geh. 2 Mark. 
Rulf, Prof. W., Elemente der projektivischen Geometrie. gr. 8. geh. 2 Mark 50 Pf. 


Beau, Dr. O., Analytische Untersuchungen im Gebiete der trigonometrischen Reihen und der 
Fourier'schen Integrale. Zweite verb. u. verm. Auflage. gr. 4. geh. 5 Mark 50 Pf. 


Odstreil, Prof. wir urze Anleitung zum Rechnen mit den (Hamilton’schen) Quaternionen. gr. 8. 
geh. 2 Mark 25 Pf. 


Hochheim, Prof. Dr. A., Käfi fil Hisäb (Genügendes über Arithmetik) des Abu Bekr Muhammed 
Ben Alhusein Alkarkhi. 3 Hefte. gr. 4. geh. 3 Mark 90 Pt. 


Hochheim, Dr. A., Ueber die Differentialcurven der Kegelschnitte. gr. 8. geh. 3 Mark. 
Hochheim, Dr. A., Ueber Pole u. Polaren d. parabol. Curven III. Ordn. gr.4. geh. 1 Mark. 
Langer, Dr. P., Die Grundprobleme der Mechanik. Eine kosmologische Skizze. gr.8. geh. 1 Mark 80 Pf. 


Frege, Dr. G., Begriffsschrift. Eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen 
Denkens. gr. 8. geh. 3 Mark. 


Radicke, A., Die Recursionsformeln für die Berechnung der Bernoulli’'schen und Euler’schen Zahlen. 
gr. 8. geh. 1 Mark 20 Pf. 


Schoblech, Dr. J. A., Ueber Beta- und Gammafunktionen. gr. 4. geh. 60 Pf. 
Dronke, Dr. A., Einleitung in die höhere Algebra. gr. 8. geh. 4 Mark 50 Pf. 


Günther, Prof. Dr., Studien zur Geschichte der mathematischen und physikalischen Geographie. 
gr. 8. geh. 12 Mark. 


Günther, Prof. Dr., Die Lehre von den gewöhnlichen und verallgemeinerten Hyperbelfunktionen. 
gr. 8. geh. 12 Mark. 


Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Studien über die 


Reduction der Potentialgleichung 


auf 
gewöhnliche Differentialgleichungen. 


Ein Anhang zu Heine’s Handbuch der Kugelfunctionen 
von 
Dr. Emil Haentzschel, 
Öberlehrer an der III. Realschule zu Berlin. 


Preis: M. 6.—. 











Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Jahrbuch 


über die 


Fortschritte der Mathematik 


begründet 
von 


Carl Ohrtmann. 
Im Verein mit anderen Mathematikern 
und unter besonderer Mitwirkung der Herren 
Felix Müller und Albert Wangerin 
herausgegeben von 
Emil Lampe. 
Band XXIV. 
Jahrgang 1892. 


(In 3 Heften.) 


Heft I: M. 12.—. Heft II: M.S.—. Heft III: M. 12.—. 


Allgemeine Mechanik 
der Punkte und starren Systeme. 
Ein Lehrbuch für Hochschulen 
von 
Dr. E. Budde. 
Erster Band: Mechanik der Punkte und Punktsysteme. Preis: 10 Mk. 
Zweiter Band (Schluss): Mechanische Summen u. starre Gebilde. Preis: 13 Mk. 


Handbuch 


der 


Kugelfunetionen, 


Theorie und Anwendungen, 
von 


Dr. E. Heine, 


ordentlichem Professor der Mathematik an der vereinigten 
Friedrichs- Universität Halle-Wittenberg. 


Zweite umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
Erster Band. Theorie. 
Preis: M. 8.—. 


Zweiter Band. Anwendungen. 
M. 6.—. 


Preis: 


















Band 116. Heft 11. 


Inhaltsverzeichniss. 





\. Schlesinger. Ueber die Integration linearer homogener Difterential- 
gleichungen durch Quadraturen. 


sonin et Hermite. Sur les polynömes de Bernoulli. (Extrait d’une corre- 
spondance entre M. Sonin a St. Petersbourg et M. Hermite a Paris.) 


„ Heffter. Ueber gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdrücke und 
lineare Differentialgleichungen derselben Klasse. . 


„ Baur. Zur Theorie der algebraischen Functionen. 
. Kantor. Ueber die endlichen Gruppen von Correlationen. 


\. Kneser. Untersuchung und asymptotische Darstellung der Integrale ge- 
wisser Differentialgleichungen bei grossen reellen Werthen des Arguments. 
(Bester ANBR  3  r 


ater der Adresse: 


erlagsbuchhandlung von Georg Reimer. Berlin S.W., Anhaltstrasse 12. 


Sendungen von Beiträgen für das Journal erbittet die Redaction ausschliesslich 


An die Redaction des Journals für die reine und angewandte Mathematik, 








Seite 97 








— 118 






































Journal 


für die 


reine und angewandte Mathematik 


gegründet von A. L. Crelle 1826. 





Unter Mitwirkung des Herrn 
Weierstrass 
herausgegeben 


von 


L. Fuehs. 


Mit thätiger Beförderung hoher Königlich Preussischer Behörden. 


Band 116. 


Heft IL. 


Ausgegeben den 50. Juni. 











Berlin, 1896. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 



















Verlag von Louis Nebert in Halle a/S. 


nneper, Prof. Dr. A., Elliptische Funktionen. Theorie und Geschichte. Akademische Vorträge. 
Zweite Auflage. Neu bearb. u. herausg. von Prof. Dr. Felix Müller. Lex.8. geh. 18 Mark. 


B'homae, Hofrat, Prof. Dr. J., Die Kegelschnitte in rein projectiver Behandlung. gr. S°. geh. 6 Mark. 


'homae, Hofrat, Prof. Dr. J., Abriss e. Theorie d. Funktionen e. complexen Veränderlichen u. der 
Thetafunktionen. Dritte, erheblich vermehrte Auflage. gr. 4. geh. 10 Mark. 


'homae, Prof. Dr. J., Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale. gr. 4. geh. 2 Mark 80 Pf. 


'homae, Prof. Dr. J., Sammlung von Formeln, welche bei Anwendung der elliptischen und Rosen- 
hain’schen Funktionen gebraucht werden. gr. 4. geh. 3 Mark. 


'homae, Prof. Dr. J., Veber eine specielle Klasse Abel’scher Funktionen. 2 Teile. gr. 4. geh. 9 Mark. 


homae, Prof. Dr. J., Ueber eine Funktion, welche einer linearen Differential- u. Differenzen- 
Gleichung IV. Ordn. Genüge leistet. gr. 4. geh. 1 Mark 50 Pf. 


tepetitorium der analytischen Geometrie. gr. 8. geh. 1 Mark 20 Pf. 

iofmann, Dr. F., Methodik der stetigen Deformation von zweiblättrigen Riemann’schen Flächen. 
Ein Uebungsbuch für den geometrischen Teil der Funktionentheorie. gr. 8. geh. 2 Mark. 

ulf, Prof. W., Elemente der projektivischen Geometrie. gr. 8. geh. 2 Mark 50 Pf. 


keau, Dr. O., Analytische Untersuchungen im Gebiete der trigonometrischen Reihen und der 
Fourier’schen Integrale. Zweite verb. u. verm. Auflage. gr. 4. geh. 5 Mark 50 Pf. 


. De. Er Sn Anleitung zum Rechnen mit den (Hamilton’schen) Quaternionen. gr. 8. 

geh. 2 Mark 25 Pf. 

ochheim, Prof. Dr. A., Käfi fil Hisäb (Genügendes über Arithmetik) des Abu Bekr Muhammed 

Ben Alhusein Alkarkhi. 3 Hefte. gr. 4. geh. 3 Mark 90 Pf. 

ochheim, Dr. A., Ueber die Differentialcurven der Kegelschnitte. gr. S. geh. 3 Mark. 

ochheim, Dr. A., Ueber Pole u. Polaren d. parabol. Curven Ill. Ordn. gr.4. geh. 1 Mark. 

anger, Dr. P., Die @Grundprobleme der Mechanik. Eine kosmologische Skizze. gr.8. geh. 1 Mark 50 Pf. 

rege, Dr. G., Begriffsschrift:.. Eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen 

Denkens. gr. 8. geh. 3 Mark. 

ıdieke, A., Die Recursionsformeln für die Berechnung der Bernoulli’'schen und Euler’schen Zahlen. 
ger. 8. geh. 1Mark 20 Pf. 

'hobloch, Dr. J. A., Ueber Beta- und Gammafunktionen. gr. 4. geh. 60 Pf. 

ronke, Dr. A., Einleitung in die höhere Algebra. gr. 8. geh. 4 Mark 50 Pf. 

inther, m - N ur zur Geschichte der mathematischen und physikalischen Geographie. 
or. 8. geh. 12 Mark. 

ınther, Prof. Dr., Die Lehre von den gewöhnlichen und verallgemeinerten Hyperbelfunktionen. 


gr. 8. geh. 12 Mark. 


Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Allgemeine Theorie 
der 
zwei- und drei-teiligen 
astronomischen 
Fernror-Objeetive 
Von 
Aug. Kramer, 
Oberlehrer, Dr. phil. 
Mit zwei Figuren- Tafeln. 
Preis: M. 10.—. 




















Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Jahrbuch 


über die 


Fortschritte der Mathematik 
begründet 


Carl Ohrtmann. 
Im Verein mit anderen Mathematikern 
und unter besonderer Mitwirkung der Herren 
Felix Müller und Albert Wangerin 
herausgegeben von 
Emil Lampe. 
Band XXV. 
Jahrgang 1895 u. 94. 


(In 5 Heften.) 


Heft I: M. 21.—. 


Allgemeine Mechanik 
der Punkte und starren Systeme. 


Ein Lehrbuch für Hochschulen 
von 
Dr. E. Budde. 
Erster Band: Mechanik der Punkte und Punktsysteme. Preis: 10 Mk. 
Zweiter Band (Schluss): Mechanische Summen u. starre Gebilde. Preis: 13 Mk. 


Handbuch 


der 


Kugelfunetionen, 


Theorie und Anwendungen, 
von 


Dr. E. Heine, 


ordentlichem Professor der Mathematik an der vereinigten 
Friedrichs- Universität Halle-Wittenberg. 


Zweite umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
Erster Band. Theorie. 
Preis: M. 8.—. 
Zweiter Band. Anwendungen. 
Preis: M. 6.—. 

















Band 116. Heft III. 


Inhaltsverzeichniss. 








A. Kneser. Untersuchung und asymptotische Darstellung der Integrale ge- 
wisser Differentialgleichungen bei grossen reellen Werthen des Arguments. 
(Erster Aufsatz.) (Fortsetzung der Arbeit S. 178 dieses Bandes.) . . Seite 185 


Fr. Kötter. Ueber eine Darstellung der Richtungscosinus zweier ortho- 
gonalen Coordinatensysteme durch Thetafunctionen zweier Argumente, 
welche die Lösungen mehrerer Probleme der Mechanik als Specialfälle 
Er BE le EU a 
A. Meder. Ueber einige Arten singulärer Punkte von Raumeurven. (Fort- 
setzung und Schluss der Arbeit aus Heft I dieses Bandes.) . . . ...— 47 








Sendungen von Beiträgen für das Journal erbittet die Redaction ausschliesslich 
nter der Adresse: 

An die Redaction des Journals für die reine und angewandte Mathematik, 
'erlagsbuchhandlung von Georg Reimer. Berlin S.W., Anhaltstrasse 12. 


















Journal 


für die 
| reine und angewandte Mathematik 


gegründet von A. L. Crelle 1826. 








Unter Mitwirkune des Herrn 


Weierstrass 


L. Fuehs. 





Mit thätiger Beförderung hoher Königlich Preussischer Behörden. 


Band 116. 





Heft IV. 


Ausgegeben den 24 August. 





Berlin. 1896. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 





IITNTTTITTDTID DT 











Dasselbe Werk complet in zwei Bänden. 





Soeben erschienen: 








Weber, Prof, Heinrich, Lehrbuch der Algebra. zweiter Band. Preis 20 7. — 
Mit Abbildung. Preis 36 M. (Verlag von Friedr. 





Vieweg & Sohn, Braunschweig.) — Zu beziehen durch alle Buchhandlungen. 


NUEUEINNTTERIFENNNNN 








Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Allgemeine "Theorie 


der 
zwei- und drei-teiligen 
astronomischen 
Fernror-Objective. 
Von 


Aug. Kramer, 
Öberlehrer, Dr. phil. 
Mit zwei Figuren- Tafeln. 
Preis: M. 10.—. 


Lehrproben. 
Geometrische und algebraische Betrachtungen 
über 
Maxima und Minima. 


Zum Gebrauch in den oberen Klassen höherer Lehranstalten, sowie zum 
Selbstunterricht, als Vorbereitung für den Besuch deutscher Hochschulen, 


von 
Dr. Paul Wiecke, 


vormals Direktor der Kgl. höheren Gewerbeschule zu Cassel. 
Mit Figuren im Text und 7 Tafeln. 


Preis: eart. 5 Mk. 


Studien über die 
Reduetion der Potentialgleichung 


auf 
gewöhnliche Difterentialgleichungen. 


%in Anhang zu Heine’s Handbuch der Kugelfunctionen 
von 


Dr. Emil Haentzschel, 


Öberlehrer an der III. Realschule zu Berlin. 
Preis: M. 6.—. 














Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Jahrbueh 
über die 
Fortschritte der Mathematik 
begründet 
von 


Carl Ohrtmann. 
Im Verein mit anderen Mathematikern 
und unter besonderer Mitwirkung der Herren 
Felix Müller und Albert Wangerin 
herausgegeben von 
Emil Lampe. 
Band XXV. 
Jahrgang 1895 u. 94. 
(In 3 Heften.) 
Heft I: M. 21.—. Heft II: M. 11.—. 


Allgemeine Mechanik 
der Punkte und starren Systeme. 


Ein Lehrbuch für Hochschulen 
von 
Dr. E. Budde. 
Erster Band: Mechanik der Punkte und Punktsysteme. Preis: 10 Mk. 
Zweiter Band (Schluss): Mechanische Summen u. starre Gebilde. Preis: 13 Mk 


Handbuch 


der 


Kugelfunectionen, 


Theorie und Anwendungen, 
von 


Dr. E. Heine, 


ordentlichem Professor der Mathematik an der vereinigten 
Friedrichs- Universität Halle-Wittenberg. 


Zweite umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
Erster Band. Theorie. 
Preis: M. 8.—. 
Zweiter Band. Anwendungen. 


Preis: M.6.—. 




















Band 116. Heft IV. 


Inhaltsverzeichniss. 


J. Horn. Ueber die Reihenentwickelung der Integrale eines Systems von 
Differentialgleichungen in der Umgebung gewisser singulärer Stellen. 


A. Meyer. Ueber indefinite ternäre quadratische Formen. (Fortsetzung der 
Arbeit aus Bd. 115 Heft II S. 150—182 dieses Journals.) 

F. Brioschi. Relations differentielles entre les periodes des fonctions hyper- 
elliptiques p= 2. (Extrait d’une lettre de M. F. Brioschi a M. L. Fuchs.) 

%. Landsberg. Ueber Fundamentalsysteme und bilineare Formen. 


K. Hensel. Ueber den grössten gemeinsamen Theiler aller Zahlen, welche 
durch eine ganze Function von rn Veränderlichen darstellbar sind. 


unter der Adresse: 


Verlagsbuchhandlung von Georg Reimer. Berlin S.W., Anhaltstrasse 12. 


Seite 265 


— 307 


Sendungen von Beiträgen für das Journal erbittet die Redaction ausschliesslich 


An die Redaction des Journals für die reine und angewandte Mathematik, 


